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ECCLESIASTICI ; GRAN CROCE DEGLI ORDINI COSTANTINIANO , Di S. GIORGIO , 
E DI FRANCESCO 1. } GRAN CORDONE DEGLI ORDINI DI CARLO III. DI SPAGNA , 
DI S. GIUSEPPE DI TOSCANA, E DI S. GREGORIO MAGNO j GRAN CROCE DELLA 
SACAA RELIGIONE GEROSOLOMITANA } DECORATO DELLA GRAN MEDAGLIA D' ORO 
D' ILLIBATA FEDELTÀ' DA S. A. I. E R. IL DUCA DI MODENA , REGIO COM- 
MESSARIO PLENIPOTENZIARIO PER l’ ESECUZIONE DEL CONCORDATO CONCHIUSO 
CON LA S. SEDE ; SOCIO DELLE PIU* COSPICUE ACCADEMIE NAZIONALI, E STRA- 
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Eccellenza 

J j a singolare bontà con la quale V E. V. si degnò per- 
mettere che il mio primo lavoro comparisse fregialo del 
venerato suo nome mi ha dato animo ad intitolarle que- 
sto^ secondo per due cagioni principalmente, per dimo- 
strarle , cioè , la somma mia gratitudine , e per dare un 
pubblico attestato dell’ alta protezione, che V E. V. accor- 
da alle scienze esatte . Nè debbo tacere che l’E. V. nella 
luminosa carica che sostiene con tanto decoro e con sod- 
disfazione dell’universale, proteggendo le scienze, e le 
arti e le manifatture , che ne dipendono , seconda le alte 
e benefiche mire del re nostro signore , sempre intento al 
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ben essere de ' suoi amatissimi sudditi. Questo fortunato 
Begno , favorito dal sorriso della Natura per la fertilità 
del suolo , sarà per le cure dell’ E. V. posto nel rango 
delle piti colte nazioni dell’ Europa, celebri per rinomanza 
di scienze , industrie , arti, manifatture , e commercio . 

Con rispetto e venerazione sono 


D i V. E. 


UiniJ.” Dev.° Obblig." tervo 


'Tottuuato 




V 



PREFAZIONE. 


y 

t: ù A pC 

** 

/f. 


1 ' 

. 


V 


La raccolta di problemi che presento al pubblico , ha 
per oggetto il mostrare come dalle risoluzioni algebriche 
de' problemi geometrici si possan trarre , per la composi- 
zione di essi , operazioni grafiche tanto semplici , quanto 
quelle cui mena l’ analisi geometrica ; e ciò non solamente ri- 
guardo a' problemi della comune Geometria, ma anche rispet- 
to a quelli di Geometria Descrittiva. L'analisi algebrica ap- 
plicata alle due dimensioni , oltre lo sviluppo di tutte le 
affezioni delle curve piane , ha somministrato ancora costru- 
zioni elegantissime nei molti problemi che ha impreso a ri- 
solvere. Al contrario gli scrittori di analisi algebrica ap- 
plicata alle tre dimensioni si sono limitati soltanto allo svi- 
luppo delle proprietà delle linee storte e delle superficie 
curve, non che a dare eleganti forme a'determinanti analitici 
de' soggetti geometrici collocati nello spazio, senza darsi al- 
cun pensiero di costruire i risultamcnti secondo il genio parti- 


Digitized by Google 


* vi • 

colare della Geometria Descrittiva ; privando cosi questa 
scienza del potente soccorso dell’ analisi moderna. Una tale 
condotta ha potuto per avventura derivare dalle forme spesso 
complicatissime sotto le quali si presentano le espressioni delle 
incognite, circostanza che ha indotto i meno periti a dire, non 
poter l'analisi algebrica giungere ove perviene con semplicità 
l' analisi geometrica ; e per tal modo c stata profferita una 
proposizione del tutto contraria all’indole de’due metodi. Im- 
perocché riflettendo che l’ equazione d’ un problema contiene 
tutte le relazioni che rendono determinabili le ignote dalle 
note, è facile vedere a priori potersi da siffatta equazione ca- 
vare tutte le operazioni grafiche che alla composizione del 
problema conducono. Se i moderni Geometri col soccorso del 
calcolo sono giunti a scoprire le leggi onde Natura governa 
la materia corporea , e a dedurne la spiegazione degli stu- 
pendi fenomeni, che il vasto teatro dell’Universo presen- 
ta ; non sarà poi l’ Algebra valevole a trovare le compo- 
sizioni dei problemi geometrici , più accessibili incompa- 
rabilmente dei problemi fisico-matematici ? Altri pertanto 
non potendo del tutto negare la superiorità dell’ Algebra , 
si limitano a dire che di essa si possa far uso sol quan- 
do debbono considerarsi oggetti terminati da linee o superfi- 
cie la cui genesi sia geometricamente definita; mentre la Geo- 
metria Descrittiva considera spesso quelle questioni ove entra- 
no curve solamente disegnate, senza che se ne possa assegnare 
la genesi ; e quindi ne deducono che la Geometria Descrittiva 
sia meno limitata dell’ Algebra. Ma questa concliiusione che 
troppo si oppone alla tanto conosciuta generalità de’metocli al- 
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gebrici, resta smentita da se ove si rifletta che se la Geometria 
Descrittiva perviene a risolvere problemi in cui sono date 
curve non definite rigorosamente, egli è perchè la natura 
della questione è tale, che le ignote si possano determinare 
per mezzo di quantità che restano assegnate graficamente, al- 
lorché si ha soltanto la curva tracciata: tali sono in generale 
le rette che partendo da dati punti sotto determinate incli- 
nazioni si arrestano alla curva. Or quantunque non sappiasi 
la natura della curva, si potrà nondimeno indicarne sempre 
l’equazione ponendo una delle coordinate di un punto qua- 
lunque di essa uguale ad una funzione dell’altra; questa fun- 
zione sarà per vero dire ignota, ma si potrà per ogni valore 
della variabile graficamente assegnare, quando sia disegnata 
la curva; quindi risolvendo il problema, si troverà necessa- 
riamente che le formole che rappresentano le ignote , rac- 
chiuderanno questa funzione; ma non pertanto potranno gra- 
ficamente costruirsi per ciò che ora abbiam detto; e nel pro- 
blema XXVII ne ho data un’applicazione, avendo in esso 
considerata una superficie di rotazione senza aver riguardo 
alla natura della curva generatrice. 

Da ciò che precede risulta quanto utile sarebbe applicare 
il calcolo alla Geometria Descrittiva, la quale ha tanta influenza 
nel perfezionamento delle arti belle e meccaniche ; ed è questo 
lo scopo principale cui ho mirato in quest’ opera. Rifletten- 
do pertanto che i punti principali intorno a cui la Descrittiva 
si aggira sono la soluzione di problemi del tutto geometrici 
relativi ad oggetti esistenti o che si vogliono situare nello 
spazio, la ricerca de’ piani tangenti alle superficie, e delle 
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proiezioni delle medesime , e la determinazione delle ombre 
de' corpi ; ho cercato di occuparmi di ciò , onde presentare 
delle idee che seguir si potrebbero nel formare un corso ele- 
mentare di analisi applicata alla Descrittiva. Nella ricerca del- 
l’ombra di un corpo, oltre della linea che separa la parte 
chiara dalla oscura, e che è la sola che finora si è determinata 
dagli autori di Descrittiva , mi sono ancora occupato di asse- 
gnare sulla porzione che resta in luce le linee che passano 
pe’ punti egualmente rischiarati , non che la posizione che 
debbono avere onde le tinte delle strisce comprese fra due 
curve consecutive vadano diminuendo con una legge deter- 
mata. Avrei dovuto considerare ancora qualche esempio sulla 
divisione di una volta in cunei, essendo questa una delle ap- 
plicazioni essenziali della Descrittiva; ma tale ricerca dipen- 
dendo dalla conoscenza delle linee di curvatura, è noto che 
la Geometria Descrittiva, all’infuori di pochi casi particolari, 
non somministra alcuna regola per ritrovar queste linee, ed in 
consegnenza restando totalmente nel dominio del calcolo, mi è 
sembrato inutile il mostrare che anche su questo punto sareb- 
be più conducente il servirsi dell’Àlgebra. Finalmente per ciò 
ohe riguarda la ricerca delle curve prodotte dalfintersezione 
delle superficie, quantunque ne abbia date varie applicazioni in 
tutti i problemi che riguardano le ombre od in alcuni di quelli 
che li precedono, non ho creduto formarne un oggetto a parte, 
perchè tranne i casi delle superficie ordinarie , qual è il me- 
todo generale che la Descrittiva presenta ? scegliere una serie 
di superficie tale che producano nelle date superficie le sezio- 
ni piti semplici a costruirsi, e determinando per ciascuna le 
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sezioni prodotte nelle date ; i punti ove queste s 1 incontrano 
apparteranno alla curva cercata. Ma non si ha poi alcun mez- 
zo per scovrire quale debba essere la natura di questa terza 
superficie ausiliaria : al contrario quando sonosi determinate 
le equazioni delle due date superfìcie , quando anche non si 
voglia fare l’ eliminazione di una delle coordinate, si può pre- 
scrivere un precetto simile a quello che dà la Descrittiva, cioè 
di stabilire fra le tre coordinate una relazione tale che sem- 
plicizzi quanto più sia possibile le equazioni date ; ed allora 
l’ insieme di queste tre equazioni determinerà de’ punti che ap- 
partengono alla curva cercata. Questi punti poi si possono de- 
terminare sia assegnando i valori di ciascuna delle coordinate, 
sia, e ciò riuscirà sempre più elegante, eliminando una delle 
coordinate fra l’ equazione stabilita e ciascuna delle date , e 
costruendo poi le linee appartenenti alle equazioni che ne 
risultano. Questo procedimento eh’ è identico a quello che si 
tiene nella Descrittiva, riesce sempre più agevole all'Algebra 
ne’ casi nuovi, de’ quali intendo parlare, perchè quando si ha 
un'equazione si vede immediatamente qual relazione si debba 
stabilire fra le variabili onde sia resa più semplice, lo che non 
apparisce tanto facilmente dalle considerazioni geometriche. , 
Ho scelto la maggior parte delle questioni che ho conside- 
rate fra i vari problemi che il eh. Signor Professore Tucci 
mi dava a risolvere nell’ultimo corso di Descrittiva dato alla 
scuola di applicazione degli Ingegneri di acque e strade , alla 
quale come alunno io assisteva. Nell’ ordinare ora siffatte ri- 
cerche ho creduto pure utile di farle precedere da vari pro- 
blemi di Analisi a due coordinate che mi trovava già di aver 
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risoluti, quando studiando io l'applicazione dell'Algebra alla 
Geometria sotto il eh. Professore Signor De Angelis, egli, in 
conferma delle dottrine che andava agli alunni tutti sviluppan- 
do, e per addestrarli all’eleganza delle costruzioni, li proponeva 
a risolvere, e mi teneva cosi continuamente occupato nell'ap- 
plicazione dei metodi generali ai particolari problemi. Del resto 
non intendo con ciò di voler forse mostrare che la presente 
raccolta di problemi debba portare una data molto anteriore, 
dappoiché conviene anzi ch’io dica clic tanto le soluzioni dei 
problemi di Descrittiva , quanto quelli di analisi a due coor- 
dinate, nel rivederle, le ho pressoché tutte cambiate, e non è 
restato di alcuni problemi se non se il solo enunciato: e di 
fatto chi noti conosce che quanto più si medita sulla soluzio- 
ne di un problema tanto più va esposta a semplicizzazioni ? 
Cosi pure trattando le diverse questioni , ove si è presentato 
a fare qualche osservazione generale, non ho mancato di far- 
la notare ; onde é che varie ricerche puramente di Analisi 
a due coordinate ho intraprese a considerare; tra le quali, il 
modo come determinare il cerchio che passa pe'punti comuni 
a due curve coniche quando queste s’intersecano in tre pun- 
ti, dalla quale ricerca si rileva che quantunque le coordinate 
de’ tre punti suddetti sieno determinate da equazioni di terzo 
grado, tuttavia i determinanti del cerchio che passa per essi 
sono espressi da funzioni razionali de’ coefficienti delle due 
date equazioni ; in secondo luogo la condizione onde i quattro 
punti comuni a due curve coniche si trovino sulla circonfe- 
renza di un cerchio, ed ammessa tal condizione, come si possa 
assegnare il cerchio; c finalmente alcune osservazioni sulla 
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costruzione delle equazioni di terzo e quarto grado ad una 
sola ignota : e facendo notare come queste ultime si possano 
sempre costruire con l’intersezione di una data curva del se- 
condo grado e di un cerchio, ne ho data un'applicazione nel 
problema ove si tratta di condurre per un dato punto una 
normale ad una data curva conica, e l’ho risoluto servendo- 
mi sempre della curva data e di un cerchio, lo che panni 
non sia stato ancor fatto se non che per la sola parabola. In 
ciascun problema di analisi a due coordinate ho posta sepa- 
ratamente la composizione geometrica dalla quale risultano le 
operazioni da eseguirsi per effettuare la risoluzione di ognuno 
di essi, quantunque poi non sieno tutte esposte sulla figura, 
perchè avendo , per non moltiplicare le tavole, considerati 
vari casi su di una, stessa figura, troppo complicate sarebbero 
le figure risultate se tutte le costruzioni si fossero per disteso 
eseguite. Ma nei problemi di Descrittiva, poiché l’oggetto 
principale del disegno è di far comprendere tutto dalla sola 
ispezione della figura, ho eseguite tutte le costruzioni ; e perciò 
mi sono poi limitato ad accennarle soltanto nel corso della 
soluzione, senza porre in ultimo una minuta composizione iso- 
lata, essendo dalla figura essa rappresentata. Da ultimo nelle 
ricerche attenenti a’ piani tangenti alle superficie mi sono ser- 
vito delle formole esposte nel Calcolo, e ciò credo mi sia per- 
messo in grazia della brevità, e pel riflesso che non deve il mio 
lavoro servire per elementi ove è indispensabile un' uniformità 
di metodo , ma che il mio scopo è di mostrare principalmente 
che con maggior impegno coltivar si dovrebbe l’applicazione 
del calcolo in generale alla Descrittiva. 
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PROBLÈMA I. 


t. Data ( Pig. t.) la parabola KLfc , il diametro AI* e in esso il 
punto A , e data la retta BQ ; condurre la retta AM?i in modo che 
inclinate le rette MP, NQ sotto un medesimo angolo dato al diametro 
A*, sia la parte PQ che intercettano sulla BQ, uguale ad una data 
retta. 

Condotta per A la AR che (àccia col diametro A* l’ angolo RA* 
uguale al dato, si prendano per assi coordinati le rette A*, AR : sia 
la tangente applicata alla parabola in D parallela ad AR ; e chiamando 
* , P le coordinate del punto D , op il parametro della parabola 
corrispondente al diametro che passa per D, e t , u le coordinate dei 
punto M , le equazioni delia parabola e della AMN saranno 

(jr— pf= ap(x — *).... ( 1 ), y=~* (a), 

dalle quali eliminando y , avremo 

u'x ' — a ( p ut + pt' ) x -f- <* (0'-hap*)= o. 

Avendo questa equazione una radice uguale a t , P altra sarà 
ajflut+pt') f 
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Ma supponendo clic 

y = ax + b 

sia 1’ equazione della BQ , si rileva che , dinotando con * , x 1 le 
ascisse de’ punti P e Q, e con c il coseno dell’angolo degli assi, 

PQ = (*' — *) Vi+«*+ aca.. . . (3) ; (*) 
dunque poiché i punti P e Q hanno le stesse ascisse de’ punti M 
Pi , chiamando ad la data retta , otterremo 1’ equazione 

* ) >i i + à'+zca = d , 

che unita all’equazione 

( u—P? = a/> ( t— « ) (l 1 ) » 


la quale si deduce dalla (ì) osservando che il punto t, u {**) ap- 
partiene alla parabola , serve a determinare t , u. Facciamo per sem- 
plicità di calcolo 



(*■) Difatti per le note regole dell’ analisi a due coordinate è chiaro che se 
y> sono le ordinate degli stessi punti P e Q, si ha 

PQ = V(^-*) , +{/-7)’ + ac^-ar^-y): 
d’ altronde essendo i punti P e Q sulla retta BQ risulta 
y = a* + é, y =■ a x' + b 

donde y J — y — a ( x 1 — * ), il quale valore sostituito in quello di PQ dk irome- 

y—v 

diatamente 1’ equazione (3). Avendosi pure x 1 — x=r è evidente che la 

detta distanza può essere espressa dalla foratola 

^ J -V x + a* + ica. 
a 

(**) Per brevità in vece di dire il punto che ha per coordinate I ed u, di- 
remo sempre il punto t, u ; ed è da notarsi che nomineremo prima l’ ascissa , 
e poi 1’ ordioata. 
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ed eliminando u' dalle due equazioni precedenti risulta 

( 1+ ad 1 )( pu + pt—p'—apx ) + d‘{p‘+apz)=o (4), 

e la curva espressa da questa equazione , che come è chiaro è una 
iperbola , incontra la parabola ne’ punti M. 

a. Per costruire questa curva osserviamo che mancando il termine 
in ti 1 uno degli asintoti è parallelo all’ asse delle y , quindi cam- 
biando P origine e il solo asse delle ascisse, si potrebbe determinare 
la vera posizione degli asintoti ; ma sarà più breve determinarli os- 
servando che se immaginiamo due rette date dall’ equazioni 
t -f- ad'='y, pu-\-pt — pi 1 — ap*=y‘ 
y e y essendo due costanti qualunque , combinando queste equa- 
zioni con quella della curva ne risulta un’ equazione di primo 
grado , e che per conseguenza le rette suddette incontrando la curva 
in un sol punto sono parallele agli asintoti ; e poiché quando 7 = 0 , 
o y‘ = o il punto d’ incontro si trova a distanza infinita dall’ ori- 
gine , saranno 

t -{• ad' — o, p u pt — /3 1 — a px = o 
1’ equazioni degli asintoti. Queste equazioni si costruiscono colla mas- 
sima facìltà. Difalti dall’ equazione (5), ponendo x — o , x' = — ad 1 ) 
si rileva che la retta espressa dall’equazione 

t = — ad' 

taglia sulla BQ una parte uguale a 

— a d‘ y 1 -f- a 2 -f- aac = — ad, 

e che perciò se BC = ad , la CO sarà un’ asintoto : quanto al- 
l’ altra equazione si ponga « = o , e si avrà t ; ma nel- 

1’ equazione ( 1 ') ponendo u = o, si ha t = AI = ~~~~~ > dunque 

presa IG = IA, per G passerà l’asintoto , e poiché la tangente IH 
ha per equazione a/3 u +*p t = p z +a px , sarà ad IH parallelo. As- 
segnati in tal modo gli asintoti , resta a trovare un punto dell’iper- 

* 
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boia , a fine di descriverla ; ora avendosi dall’ equazione (4) per 
t = o, 2/3 « -f* a P t — £ j +2/j* > sarà H questo punto, e reste- 
rà così tutto determinato. 

Composizione del problema. 

Fatto l’angolo xAR uguale al dato; si prenda IG uguale ad IA, 
BC uguale alla retta data, e si tiri alla tangente IH la parallela GO. 
L’iperbola che passando per II ha per asintoti OC ed OR incontra 
la parabola ne’ punti cercati. 

5 . Siccome nel prendere la distanza PQ potevasi adottare il se- 
gno ^ avanti il radicale dell’equazione ( 3 ), anche la d' nell’equa- 
zione (4) potrebbe essere affetta dal segno + , lo clic cambia sol- 
tanto la direzione della CO che invece di passare per C , quando 
si prendesse il segno — passerebbe per C' : quindi pare che risol- 
vendo il problema due iperbole differenti , ne sicno otto le soluzio- 
ni; ma è chiaro che di queste iperbole una passa pc’ punti M l’al- 
tra pe’ punti N. Difalti allorché tra 1 ’ equazioni (1) e (2) abbiamo 
eliminata la y , l’equazione ottenuta in x, non considerando il punto 
t , u appartenente alla parabola, ci dimostra che 

2 t y t 1 -f- ap fiul — api il 1 
u 1 

è la differenza delle ascisse ; t, u essendo le coordinate di un punto 
qualunque della AMJ 1 , e quindi dovrà essere 

t V p 1 <’ + 2/> fini — a pi u‘ 

— =<*>...(,). 

Questa equazione essendo liberata dal radicale e divisa per t « si 
riduce ad un’ equazione di quarto grado rispetto ad ~ ; quindi 

darà quattro valori per “ , e sostituendoli nell’ equazione (3) del 
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n. 1 si conosceranno le quattro posizioni , che algebricamente par- 
lando , può avere la AMN : or avendosi dalla detta equazione 

^ chiaro che moltiplicando le quattro equazioni che si ot- 
tengono nel modo or indicato, si otterrà un’ equazione che differisce 
dalla (1) pel solo cambiamento di ac , y in t , u, e quindi se si 
cercasse di costruire l’equazione (i), invece di una linea del quarto 
ordine si avrebbero quattro rette. Ed è da notarsi , che in generale 
qualunque sia il grado di un’ equazione fra due variabili , purché 
sia omogenea rappresenta sempre tante rette che passano per 
P origine per quanto è il numero che ne indica il grado. Per- 
tanto volendo costruire le tette date dall’equazione (1), possiamo cer- 
care ove incontrano una data retta , c le ascisse o le ordinate de’ punti 
d’incontro verranno date da un’ equazione di quarto grado, che si po- 
trà come è noto costruire adoprando la stessa parabola data ed il 
cerchio. Prendiamo per la retta arbitraria quella espressa dall'equa- 
zione 


ic/>* 


l’equazione trovata più sopra diverrà 

**(<*+ 4 «p< — ) 3=5 

t 1 = apu . . . . 


e ponendo 


avremo 1 ’ equazione 


i , . 4 c*»p* 

u a c ut rf — u r— ’ r 




che sommata colla precedente dà 


u 1 + a cut+P — a(/>+ « = 


4 c*p* il 1 * 


00 , 


( 3 ) 


equazione appartenente ad un cerchio. Ma la (a) indica la para- 
bola data se prendiamo D/ per asse delle t , e Du per asse delle « ; 
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dunque rispetto a’ medesimi assi dobbiamo costruire 1* equazione (5). 

ic'p'd' 

Ciò posto allorché « == o si ha dall’equazione (3) — - , — 

r » 

e perciò se DT é questo valore per T deve passare il cerchio ; inol- 
tre è facile il rilevare dall’ equazione del cerchio riferito a coordi- 
nale ohblique, che il suo centro si determina prendendo su gli assi 
delle x c delle y due parti uguali alle metà de’ coeOicicnti di x 
ed y a primo grado col segno cambiato, ed elevando agli assi me- 
desimi due perpendicolari 5 onde essendo nullo nell’ equazione (3) 

il cocflicienie di t , presa ME —/?-)- — ~ , sarà F il centro (*). 

Quindi poiché il cerchio che ha F per centro e passa per T nel caso 
indicato dalla figura incontra la parabola in due soli punti , i va- 
lori di t saranno due reali c due immaginari; de’ primi poi DL è 
positivo , DL' negativo , e per conseguenza se di è la retta del- 


1 ’ equazione u: 


•x c p 


, bisognerà prendere di = DL , e dP — DL', 


e le rette Al , A/' saranno le rette cercate. 


(*) Possiamo anche assicurarci diversamente che F è il centro del cerchio ap- 


partenente all' equazione (3) , diluiti essendo t 


_ . » 


H - ■ — il oerchio dovrà 

- p 

passare anche pel putito T' posto alla stessa distanza di T da D, e la DF per- 
pendicolare alla corda IT' nel suo punto di mezzo deve passare pel centro : 
del pari mettendo t = o nell’ equazione (a) si ha 

, / ic'np' \ 4 c*p*d" 

ed 1 valori di u sono le ascisse de’ punti ove la Du incontra il oerchio , e poi- 

x p* 

che la quantità p -{- 1 - e la se omonima delle radici di questa equazione, 

? 

indicherà essa l’ascissa del punto di mezzo della corda intercetta nel cerchio, e 
quindi la LF anche passa pel centro. 
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Resta ora a vedere come debbansi costruire i valori di DE, DT, 
ed Ad: a tale oggetto si rifletta che dall’ equazione (i, 1 ) (*) si 
rileva che la tangente applicata alla parabola in un punto qualun- 
que , /3' ; ha per equazione rispetto agli assi Ax , AR 


y-p, 






onde se vogliamo che questa retta sia perpendicolare ad Ax, cioè 
che il punto «' , p sia il vertice principale , dovendo essere 

P _ 1 

<= ’ 

si ha 

P — /3 = — cp , e quindi — a = C - 

Siegue da ciò che se I' è il vertice principale della parabola 

I'S' , ed essendo p — up. SI , sarà 

np , a 3 I'S'.* 

DE == i > H jr~ —P~\ jjj— , 

cioè uguale al semiparametro più la quarta proporzionale dopo SI, 


I'S' ed il doppio di AS. Similmente avremo DT = 


ac’ /<* d! 


idf.&'V 




; cioè quarta proporzionale in ordine ad SI, S'I' , cd Ac : 

ul 

finalmente essendo la A d = s * P 0 ^ ugual- 

mente costruire , e si vede che la costruzione non cessa di essere 
sufficientemente semplice; e quindi è da preferirsi alla precedente, 
perchè non si adopra altra curva da descriversi per assegnazione di 
punti oltre della parabola data. 


(*) A questo modo intendiamo indicare l'equazione (ì) trovala nel §. l , e 
si noti die porremo sempre prima il numero che dinota 1’ equazione, poi il nu- 
mero del paragrafo nel quale si trova. 
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4- Ritornando ora alla soluzione data nel n.” a è da notarsi clic 
quando £ «= o l’equazione della IH divenendo s pt = fi 1 + 3 P* > 
ci dimostra che è parallela ad AR, e che il punto H è inassegna- 
bile ; ma in questa medesima ipotesi 1’ equazione (4>i) *i cangi® uc l~ 
1’ altra 

t 1 — a ( * — d' ) t — awf —o 

ovvero 

<=* — d'i.Vn'-f «f* 

e si vede che 1’ iperbola si trasforma in due rette parallele ad AR: 
essendo AC =■ 2 ri' apparisce come si possa in questo caso costruire 
facilmente 1’ equazione trovata (*). 

Merita particolare attenzione il caso nel quale AR fosse un dia- 
metro della parabola, cioè 1’ angolo dato uguale a zero, perchè gli assi 
coordinati che abbiamo adottati si ridurrebbero ad un solo: ma pren- 
dendo per assi il diametro Alar ( fig.a ), e la parallela Ay alla tan- 
gente applicala alla parabola in I, 1’ equazioni (i) c ( 2 ) del n. 1 
di \ errai) no 

y' = 3/7 ( Jf — •) (!),>' = 7 * ( 2 ) > 

ed eliminando x si ottiene 

• , a pt , 

y — — jk + *p*=°- 


(*) I valori di t indicando le ascisse de' punti M, le ascisse de' punti N che 

Sul -i. pt* ) 

abbiamo veduto ( o, I ) essere uguali a -a ; — t , ovvero , nella pre- 


sente ipotesi 


i.a txz — — — , saranno indicate da 

' li 1 i .<• ' 


t — * 


: + * = * + ^ ì V »* + <&' , 


» — d ’ +V J '+ * 

- d’ »* +</'* — <f ± V + <f* 

lo che dovea aspettarsi per ciò che si è detto nel n. a , else cioè, quando si 
prende W col Segno — la linea espressa dall’ equazione (4 5 t) passa pe’ punti N. 
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Or essendo u una radice di questa equazione , P altra sarà — u, 
ma le ordinate de’ punti P e Q sono uguali a quelle de’ punti M 
ed N , dunque u , e *— u sono le ordinate de* detti punti: quin- 
di, poiché supponendo sempre che 

y — ax-\- b 

sia P equazione della BQ si rileva che dette y , y' le ordinate di 
due suoi punti , la loro distanza è espressa da 

y—y 


V 1 + à 1 4- a ac 
a ’ 1 1 > 


avremo P equazione 


ovvero , ponendo per brevità 

ad 


y i + a* + a oc 

- — » = d* , 

U 

donde , tenendo presente che 

u* = ap(t — (f), 

si ricava 

, pi -}- df u — a p x = o : 

equazione appartenente ad una retta. 

Questa si costruisce facilmente poiché quando u = o avendosi 
t = 3s, si vede che presa IE = IA la retta passa per E ; inoltre 

quando u = — df risulta t = } ma dall’equazione (i') 

per u = — d' si ha / = > dunque poiché P equazione 

u = — d' indica la parallela all’ asse delle x condotta pel punto di 
mezzo della BC , che è la data retta ad ; ne siegue che presa 
DF = DII il punto F anche appartiene alla retta da costruirsi , che sarà 

a 
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in conseguenza la FE, ed i punii M, M' uniti con A daranno le 

rene cercate. 

5. Dall’ equazione della MM' si rileva che è parallela alla tan- 
gente in D , e poiché HD =r DF le congiungemi i ponti M,M' con 
H saranno tangenti alla parabola : inoltre quando si prende — il' in 
luogo di d‘ si determinano, come già si è dimostrato, i punti N,N', 
dunque presa AH' = AH le rette che uniscono i punti N , IV 
con II' sono anche tangenti alla parabola, e perciò 
Se per un punto A di un diametro qualunque Ax si tiri una 
parallela alla tangente in I, condotte per un punto II di questa 
parallela due tangenti alla parabola , le congiungenti i punti di 
contatto M, M' con A incontrano la parabola in due punti N,N' 
tali , che le tangenti applicate in essi alla parabola s J incon- 
trano in un punto IT della AH distante da A quanto il punto /i 
Dippiù nell’ equazione 

pt± cP u — a p a = o 

clic appartiene alle MM', NJÌ', ponendo u = o , si ha t = a*, e quin- 
di queste rette concorrono in uno stesso punto E del diametro Ax. 

Avendo trovato che u essendo l’ ordinata del punto M, — — u 

u 

è quella del punto N, il loro rettangolo sarà a pt — u 1 = a p » , 
cioè uguale al quadralo dell’ordinata che passa per E : similmente 

rilevandosi dall’equazione ( a, 4 ) che t e t = <x -f- , 

sono le ascisse de’ punti M , N si vede che le loro ascisse rispetto al 

punto I sono t — a ed - , onde il loro rettangolo è uguale al 

quadrato di AI ; e quindi ne siegue che 

Quando una retta seca una parabola , il rettangolo delle ordi- 
nate de’ punti d‘ incontro rispetto ad un diametro qualunque , 
è uguale al quadrato dell ’ ordinata condotta pel punto ove la 
secante incontra il diametro , o per un punto del diametro ugual- 


( “ ) 

mente lontano dal vertice , se il primo è fuori la parabola. Ed 
il rettangolo delle ascisse degli stessi punti , computate dal verti- 
ce , uguaglia il quadralo della parte del diametro intercetta fra 
il vertice e la secante. 

Questi ed altri teoremi potrebbero ricavarsi combinando diretta- 
mente P equazioni della parabola e di una retta qualunque. 

6. Dobbiamo ancora avvertire che P andamento tenuto nel n. 2 
per costruire gli asintoti dell’ i per boia espressa dall’ equazione (4, 1 ) 
si può seguire in lutti i casi. Difatti sia 

ay 1 -j- bxy -f- ex 1 + dy -f- e x -f- f— o 
un’ equazione qualunque di secondo grado , e sieno i coefficienti a, b , 
c tali che i primi tre termini possansi decomporre in fattori reali 
<li primo grado , talché P equazione possa mettersi sotto la forma 
( my -f nx + n'x ) dy + e x + / = o , 

è chiaro che combinando l’equazione 

my -j- nx = y , ovvero m'y + n' x = y' 
con la precedente si ottiene un equazione di primo grado , c per- 
ciò le rette espresse da queste equazioni incontrano la curva in un 
sol punto, cioè sono parallele agli asintoti: che se determineremo y ,y' 
in modo che il punto d’ incontro sia situato ad una distanza infinita 
dall’ origine , lo che avviene , come è chiaro, quando 

y m 1 + d m y 1 m + d m' 

>»' +e n ’ C y* n + e n' * 

le rette indicate dall’ equazioni precedenti apparterranno agli asin- 
toti. Ugualmente se i coefficienti a , b , c sono tali che i primi tre 
termini formano un quadrato perfetto , P equazione riducendosi alia 
forma 

a(y mx)' + dy +ex +f=o, 
ai vede che ogni retta parallela a quella data dall’equazione 

y -)- mx == o , 

incontra la curva in un sol punto, e perciò questa retta -è diame- 
tro della curva , che è evidentemente una parabola, e quindi se trovato 

* 
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il punto ove incontra la curva, si cerca la posizione della ungente 
in quel punto per mezzo della data equazione , non resu più che 
ad assegnare un punto della curva afiincliè possa descriversi. Questo 
modo di costruire una equazione di secondo grado quando appar- 
tiene all’ iperbola o alla parabola ba , almeno in quanto alla bre- 
vità , un vantaggio su’ melodi che trovansi esposti ne’ corsi di geo- 
metria a due coordinate fondati sulla permutazione delle coordinate, 
e perciò crediamo che possa utilmente seguirsi nella maggior parte 
de’ casi , e noi ne daremo delle continue applicazioni. Non sarà per- 
tanto inutile di fare osservare che il trinomio ay 1 -J- bxy 4-ea? 1 si 
può decomporre iu fattori di primo grado e reali quando b 1 ~y> 4 ac y 
ed è un quadrato perfetto se ó 1 — 4 oc , che sono le note rela- 
zioni che passar devono fra i coefficienti a , b , c onde l’ equazione 
esprima 1’ iperbola o la parabola. 

7. Ne’ vari problemi che tratteremo, proponendoci sempre di ri- 
schiarare , e far ben intendere le regole generali , che seguir si de- 
vono per porre in equazione un problema , gioverà osservare che l’an- 
damento da seguirsi generalmente in tutti i casi è, come è noto, il 
seguente. 

. Si prendano per incognite , le coordinate di quel punto, quella 
retta , queir angolo ec : che se fossero date sarebbe risoluto il 
problema, cioè sarebbero determinate tutte le altre parti che en- 
trano nella quistione , si esprimano queste in funzione delle in- 
cognite , lo che riesce sempre facile osservando per qual cagione re- 
stano esse assegnale quando sono date le prime , ed indicando col 
linguaggio algebrico le condizioni del problema , resterà messo 
in equazione. 
ovvero 

Presa per incognita quella retta, ec : che se fosse data sa- 
rebbe risoluto il problema , cioè si potrebbe verificare se le con- 
dizioni cercate si avverino , si traducano in linguaggio algebrico 
tutte le operazioni grafiche che si dovrebbero fare , ed esprimendo 
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che t ultima condizione eia verificata verrà a porsi in equa - 
zione il problema. 

Così nel problema risoluto chiaramente appariva che dato il punto M 
(Fig. 1) era risoluto il problema , e quindi le coordinate di questo punto 
prendevamo noi per incognite: inoltre dato il punto M per verifi- 
care il problema ognun vede che si unirebbe con A mediante la 
retta AM , si troverebbe il punto N ove questa incontra la pa- 
rabola , si tirerebbero le rette MP , NQ parallele ad AR , e si 
vedrebbe se la PQ è uguale alla CB. Quindi per porre in equa- 
zione il problema invece di tirare la retta AM pe’due punti A, M, 
bisogna cercarne l’equazione, in seguito determinare il punto N 
ossia le sue coordinate , e conte esso nasce dall’ intersezione della 
retta c della parabola , bisognerà combinare le loro equazioni , fi- 
nalmente per trovare la PQ servirebbero le coordinate de’ punti P eQ 
ovvero le sole ascisse , essendo noto che la distanza di due punti 
di una retta può esprimersi in funzione delle due coordinate, o delle 
sole ascisse, o delle ordinate; e ponendola PQ uguale a CB si ha 
l’equazione del problema. E questo appunto è l’ andamento tenuto 
più sopra e che seguiremo sempre , quantunque lo faremo notare 
soltanto in alcuni problemi per 'non incorrere in inutili ripetizioni 

E da osservarsi che la seconda delle due regole esposte poc’anzi 
è precisamente quella stessa che espone Lacroix nel n. 14 degli ele- 
menti di Algebra, e che se alle volte ne’ problemi algebrici non ap- 
parisce tanto facilmente quali operazioni si hanno da fare per ve- 
rificare se un numero soddisfi alla quistione , ne’ problemi di Geo- 
metria le costruzioni per verificarli si appalesano da loro medesime; 
onde ci sembra di poter con sicurtà asserire che per poco di eser- 
cizio che si abbia nell’ applicazione del metodo esposto, talché se ne 
sia compreso io spirito , appena inteso 1’ enuncialo di un problema 
si metterà senza alcuna difficoltà in equazione , lo clic non saprem- 
mo immaginare come si possa ottenere dall’ analisi geometrica. Messo 
poi in equazione il problema si hanno dall’ analisi a due coordinale 
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le regole generali per costruire le formolo trovale ; resta però all’ av- 
vedutezza dell’ analista il fare quelle osservazioni particolari che 
conducono ad eleganti costruzioni. 

PROBLEMA II. 

8. Dati i due cerchi ( Fig. 5 ) LM , DM' e la retta AN , tirare 
le due tangenti MN , M'N in modo che «’ incontrino in un punto 
della AN , e comprendano un angolo dato. 

Osservando che dato il punto M è risoluto il problema prende- 
remo per ignote le coordinate di questo punto: inoltre per veri- 
ficare se il punto M soddisfaccia al problema è chiaro che bisogna 
condurre la tangente MN tirare dal punto N ove incontra la retta 
data la NM' che comprenda con la MN l’ angolo dato , c vedere 
se tocca il cerchio DM'. Quindi seguendo sempre il metodo esposto 
-nel n. precedente esprimeremo algebricamente queste medesime ope- 
razioni , cercando 1’ equazione della MN , e le coordinate del punto 
ove incontra la AN ; indi trovata i’ equazione della NM' che passa 
per N e forma con la MN l’angolo dato ponendo la .condizione di 
dover essere tangente al cerchio DM' avremo l’equazione del pro- 
blema. 

Prendansi dunque per assi le rette Gx , Qy una perpendicolare 
l’altra parallela alla AN , e si chiamino r , r 1 i raggi de’ cerchi da- 
ti , al’ ascissa del punto A ; p , q le coordinate del centro G' , e t , u 
quelle del punto M: le equazioni de’ cerchi LM, DM', e delle rette 
AN, MN saranno rispettivamente 

>* + * a = ** 0)> (y—qf + (x-pT —■** ( a ) 

X= a. (5), uy -f tx = r* (4). 

Per trovare l’equazione della NM' si cerchino le coordinate del 
punto N , e ciò si ottiene ponendo nell’ equazione (4) x = », la 
quale ipotesi dà 

r* — al 
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e chiamando a la tangente trigonometrica dell’angolo dato 1’ equa- 
zione » 


y 



au — t 
ti -f- al 


(* — *)' 


apparterrà alla M'N, la quale dovendo toccare il cerchio dell’equazio- 
ne (a) avremo 

u [(<7— ap) u+(p + aq) t— rr'y' 1 -f- a 1 ] = r 1 u -f ar\t— «)...(5)(*) 
che dinota un’ i peritola Ja quale intersecando il cerchio KLM de- 
termina il punto ignoto M. 

9. Per costruirla si ponga t = x , 1 ’ equazione si renderà divisi- 
bile per u , e darà conseguentemente 

u = o, (q — ap)u + (p + aq)t —rH Vi + o i =r% 
onde A è un punto della curva , e 1 ’ altro è situato ove la retta 
appartenente a quest’ultima equazione , che per quanto si è detto 
nel n. 6 è parallela ad uno degli asintoti , incontra la AN: per 
assegnare questa retta pongasi 1’ equazione precedente sotto la forma 


u __ />+°7 r (r ,+ r>Vi + «• ) 

“P— 1 L . P + j’ 


e si vedrà in primo luogo che forma con l’ asse delle ascisse un 
angolo che ha per ungente trigonometrica 

L + 1 

p + gq _ j| p_ 

ap-q q 

* • ' • 

ap 

cioè somma degli angoli che hanno per tangenti — , e -2 ovvero 

o p 

*i >li ; ■ 1 . , ... ; , 

-<U4 si UA ;•.!<»*. \. . ... . . 

(*) Questa equazione si ricava facilmente uguagliando ad r 1 la distanza che 
il punto p , q serba dalla retta espressa per l’equazione trovata qui sopra. 
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uguale all’ angolo BC'C , supponendo che C'BC sta 1* angolo dato : 
inoltre la parte che taglia sull’ asse delle ascisse è 

t = • 
p + a <l * 

ma 1’ equazione della C'B essendo 

y — ? = — ^ (*—/>)> 

quando^ = o , dà x = CE =/> + aq , e presa CG = r 1 , risulta 
EF = r* y 1 -f- a 1 ; dunque sarà t = ---- r j sia CH questo va- 

lore di t , sarà H il punto ove la retta taglia l’ asse delle * , e 
fatto r angolo *HQ uguale a BC'C , sarà HQ questa retta , 
c Q il punto dell’ iperbola. Abbiamo già detto che HQ è parallela 
ad un asintoto, l’ altro è parallelo all’asse delle ordinate, facciamo 
secondo quel che si è detto nel n. 6 , a = y nell’ equazione (5) del 
n. precedente , ed avremo un’ equazione che dà t infinita quando 

ar' or* 

y = , e perciò u = — . 

P+*l P + <“i 

è l’equazione dell’asintoto, ed avendosi dall’equazioue della C'B 
per * = o , y — CB = Pj^_22 y ne siegue che presa C b terza pro- 
porzionale dopo CB e il raggio CK , la bO è 1’ asintoto. Similmente 
si potrebbe assegnare 1’ altro asintoto ; ma conoscendo due punti del- 
1’ iperbola è noto che presa la AR = QS deve passare per R, e 
dovendo essere parallelo alla HQ , sarà la retta RO l’ altro asintoto. 

Composizione del problema. 

Condotte ad AN per C la perpendicolare CE e la parallela BC, 
e per C' la C'B sotto 1’ angolo dato , si tiri al cerchio LM la un- 
gente BI , e presa CG uguale a C'D si menino a CA le parallele 
IO, GF ; indi si cerchi dopo CE, CK , e CK più EF la quarta 
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proporzionale CH , si faccia l’ angolo arHQ uguale a BC'C , AR 
uguale a QS , eri guidi a QH la parallela RO. L’iperbola che pas- 
sando per A ha per asintoti OR , OS incontra il cerchio ne’punti 
cercati. 

Se si voglia eseguire sulla figura tutta la costruzione , si osservi 
che la sola quarta proporzionale CH che dobbiamo trovare si può 
ottenere prendendo LP = EF e tirando PH perpendicolare a KE. 

io. La costruzione assegnata cade in difetto nel caso che aq -j- jp=o; 
cioè che P angolo C'CL fosse P angolo dato , divenendo infinite al- 
cune delle rette trovate ; ina P equazione (5,8) riducendosi in que- 
sta ipotesi ad 

« [ (y — ap)u — rr 1 y i’+a’]= r'u -f- 0^(1 — «) 

ci dimostra che la curva è una parabola avente P asse e la tangente 
corrispondente paralleli rispettivamente agli assi delle x e delle y. 
Questa curva è palese che passa per A ; per determinare le coordinate 
del vertice , si potrà volendo seguire le norme generali passare ad un 
altro sistema d’ assi paralleli a* primitivi , e si troverà che P ascissa c 
1’ ornata del vertice , sono rispettivamente 

a ( r + r* V 1 -fa*) 1 } r( r + n y , + a' ) 

4 a{q—ap) » ( 7 — ap ) 

questi valori si costruiscono facilmente osservando che se pei punto 
p , q tiriamo una retta che abbia per equazione^ — q — a (x — p) 

che, essendo a = — -- , dinota la C'B' perpendicolare a C'C ; si 
ha per * = a,y = q — ap — CB': inoltre condotta D'd parallela a 
C'C abbiamo Cd = r 1 ^ 1 + a‘ e quindi presa AR' che serbi alla 
metà di di la ragione di CK : CB' , e la R'A terza proporzionale 
dopo CB' e la metà di di , la parabola avrà I' per vertice I'R' per 
asse , e dovendo passare per A sarà pienamente determinata. 

Se mai fosse q — ap = o F angolo BC'C sarebbe retto , e quindi HQ 
essendo a CB' parallela sarebbe inassegnabile il punto Q; ma per poco 

3 
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che si rifletta sull* equazione nella quale si cambia in tal supposi- 
zione la ( 5 , 8 ) si vede che la perpendicolare a CE per H è l’altro 
asintoto deH’iperbola che passa sempre per A. 

Bisogna avvertire che questo problema non ha generalmente quat- 
tro soluzioni , poiché nell’ equazione (5,8) il radicale o ciò che è 
lo stesso i* deve avere il segno + , e quindi si hanno due iper- 
bole; inoltre quando una retta deve fare con un’altra avente per equa- 
zione y — Ax un angolo che ha per tangente trigonometrica a la 
sua equazione è 


A + a 
i 4I A a 


x + 5; 


e perciò anche a nell’ equazione (5,8) deve essere affetta dal se- 
gno + : questa equazione esprime dunque quattro iperbole , e con- 
seguentemente sedici sono algebricamente parlando le soluzioni del 
problema. 

11 . Abbiamo dovuto in questo problema trovare la relazione che 
passa tra le due costanti che trovansi nell’ equazione di una retta 
allineile tocchi un dato cerchio, e nel problema precedente abbiamo 
presa l' equazione della tangente alla parabola in un dato punto : 
occorrendoci in seguito , anche per ciò che si è detto nel n. 6 , di 
conoscere la condizione onde una retta sia tangente ad una curva 
di secondo grado , passeremo ora ad occuparci di una tale ricerca. 
Sicno 

0 / + bxy + ex 1 + dy + ex +/= o , 
y= a! x b' 

le equazioni della data curva e della retta, eliminando da queste 
equazioni la y si ha 

(aa" -j- ba'+c ) x 1 -f ( 2 aa'b' + bb'+da' + e)x±ab n +db‘±f=o i 
donde si ricavano le ascisse de’ punti ove la retta incontra la cur- 
va ; ma quando la retta è tangente , i due punti d’ incontro si 
confondono in un solo ; dunque 1’ equazione precedente deve avere 
radici uguali , e perciò dovrà essere 
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( a aa'b' 4- bb' 4* da' •+• e ) a = 4 ( <*b n 4" db' 4" f)(aa‘* 4* baf+ c ) , 
ossia 

( b *• — 4ac ) ù' 1 4* 3 ( 3 ° e — M ) a'b 1 + ( <P — 4 af ) a' 1 
4* 3 ( be— ned) b' 4* 3 ( de — a bf) a' e* — l^cf 

Se ia reità dovesse passare per un punto determinato dalle coor- 
dinale x 1 , y ; sarebbe b' =y — a'x' ; e cambiando x , y , x',y' 
in * — *,y — j 3 , x 1 — a , y 1 — fi , ne siegue che in generale l’e- 
quazione 

(*’-<« )[/-*-«'(«'- »)]*+» (* - bd )[/-*— v—)i é 1 n 

+((/’ — faf)d' +i{be— icd)[y — fi — d(x — «)]+a(de — %bf)a'+e' — 4 c f) ^ ' 

esprime la condizione onde una retta data dall’equazione 

y—y‘ = «' ( *— *' )> 

tocchi la curva espressa per l’ equazione 

o{y— ?)' + b(x—*)(y—p)+ c (x—*)' + d(y—fi) + e(*— *)+/=o.... («). 

Supponiamo ora che il punto x 1 , y sia un punto della curva 
data , 1’ equazione di secondo grado trovata più sopra in x, dovrà avere 
le due sue radici uguali ad x 1 ; ma la loro somma , come dall’ c- 
quazione stessa apparisce , è uguale a 

laa'V + bU 4" da! + e (aaa'-f- b )(y — a'x 1 ) + da! 4* e 

ad' q» ha! 4“ e a d* ba 1 + c ’ 

dunque ammettendo per più generalità che la (ì) sia 1’ equazione 
della curva data avremo 
_ (aaa'-t-à) [ ?-?- ( ** ~ « ) ] + dd + e 

ad‘ ~yb d + c ' ' ’ 

ovvero 

[*a(/ — /3) + i(a'— »)4-d]o'+à(/— fi) + a c( d— «) + e = o...(II), (*) 


(*) È manifesto che il valore , di d è uguale al valore che prende »1 coef- 
ficiente differenziale di primo ordine ricavato dall’ equazione (ì) quando si fa 
xz= d , y z= y! . / * 
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e questa sarà 1’ equazione di condizione che può sostituirsi alla (I) 
nel caso che si considera. 

PROBLEMA III. 

12 Data la parabola KI k e il diametro Ix , ( Fig. 4 ) , a< cerca 
tirare la MP in modo che le rette PM , PN uguaglino due 
rette date che sieno IC, CD. 

Poiché data la retta MP è risoluto il problema , e si verifica ve- 
dendo se le distanze che il punto P serba da’ punti ove essa incon- 
tra la parabola sono uguali alle rette date , ne siegue che per met- 
tere in equazione il problema si potranno prendere per incognite 
le costanti che entrano nell’ equazione delia MN , determinare le 
coordinate de’ punti ove incontra la parabola e porre le distanze 
che passano fra questi punti c il punto P uguali alle rette date 
Per eseguir ciò si prendano per assi la Ix e la tangente I y ; le 
equazioni della parabola c della retta MP saranno della forma 
y*=px...(\) t y = a (x- (a), 
ed eliminandone x si ottiene 

y 3 -~y - P * = o ( 3 ). 

Ciò posto dall’ equazione (a) si rileva che chiamando c il coseno 
dell’ angolo compreso dagli assi, la distanza di due punti che hanno 
per ordinate y , y' è espressa da 

(y-J-)V*+7 + T’ 

dunque indicando con m, n le rette MP, NP , e con y ‘ , y" le 
radici deli’ equazione ( 3 ) essendo pel punto P y = o , avremo le 
equazioni 
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e poiché, essendo^', y" radici dell’ equazione (3) , si ha 

y+y=%> yy=—p », 

sommando e moltiplicando le equazioni precedenti , ne risulta 

=m+ n (4) 

P*( l + Ì + 

di queste equazioni la prima dà a e la seconda poi determina a. Li- 
berando l’ equazione (4) dal radicale , si avrebbe un’ equazione di 
quarto grado rispetto ad a , per evitare la costruzione di tale equa- 

14 

zionc poniamo a = — , e l’equazione (4) diviene, 


p u 1 -jr i* + a cut = (m+n) i? : 
quest’ equazione appartiene a quattro rette che sarebbero le paral- 
lele condotte per l’ origine alle rette cercate ; pertanto non avendo 
fra t ed u che un’ equazione , possiamo stabilirne un’ altra a pia- 
cere , l’ ipotesi la più semplice è 

u*=pl, 


la quale dà 

u* + - f- 9 cut— ( m -f- « )* , 

e di queste la prima appartiene alla parabola data, l’altra ad un 
cerchio che ha per centro I , e per raggio m n. Quindi essendo 
1C , CD le rette m , n descritto col centro I ed intervallo 1D il 
cerchio DA ; le IA , IB sono parallele alle rette richieste ; e per- 
ciò senza determinare il valore di a , è evidente che il punto M può 
assegnarsi prendendo IE = IC e tirando il diametro EM. 
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Composizione del problema. 

Descritto col centro I e col raggio ID il cerchio DBA. si pren- 
dano sulle IA , IB le parti IE , IE' uguali ad IC , c si tirino alla 
I* le parallele EM , E' M'. Le parallele MP , M' P' alle IA, 1B sono 
le rette cercate. 

i5. Potendo la distanza che passa fra due punti esser presa col 
segno per la presenza del radicale, si vede che m ed n possono 
essere precedute dal segno ; cioè che il raggio del cerchio può 
essere m ^ n , onde il problema ammette quattro soluzioni ; ma 
algebricamente parlando sono otto , le altre quattro corrispondendo 
alle radici immaginarie. Per non complicare la figura si è supposto 
pel caso in cui si vuol dare ad n il segno — che le rette date 
fossero IC', c C'D=CD ; le rette cercale sarebbero allora mp , m'p' es- 
sendo pure le 1 = le — IC' : pertanto si rileva dall’ analisi fatta che 

Se un cerchio incontra una parabola KLfc che passa pel suo 
centro , condotta una parallela qualunque EM al diametro I* 
della parabola , ed alla IA la parallela MP, sarà PN uguale 
ad EA. 

Ed è da avvertirsi che se la EM incontra la IA tra i punti I 
ed A è il raggio del cerchio uguale alla somma delle rette PN , 
PM ; se 1’ incontra al di là del punto A , come la em , è uguale 
alla differenza. 


PROBLEMA IV. 

14 Tirare ( Fig. 5 ) al cerchio MS la tangente MN' in modo che 
il rapporto delle parti PN, PN' comprese fra la parabola e il suo 
asse sieno nella data ragione di rq : qs. 

Si prendano per assi coordinati la parallela e la perpendicolare 
all’asse IQ della parabola condotte pel centro C del cerchio, e si 
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chiamino » , (3 ; t , « le coordinale de’ punti I ed M ; p il parame- 
tro della parabola , r il raggio del cerchio : avremo per l’ equazioni 
della parabola , del cerchio , e della MN 

O — P?=p(x — «) CO 

y* + ** — ^ (2) 

uy + tx = r> (3). (*) 

Ciò posto dall’equazione (3) tenendo presente che 
u 1 -f- ? = r i ... (s') 

si rileva che chiamando y , y' le ordinate de’ punti N, N', le parti 
NP , N'P vengono espresse da — ? ^ - -- , ^ ; (**) ma eli- 

minando x dall’ equazioni (ì) e (3), si ottiene 

(.y -?)' + '■ (4) 

donde 

« —P U ±\P‘ “’ + 4 pt(r' — xl — jlu) 

jr-(3= , 

dunque dinotando con ~ la data ragione , avremo 1’ equazione 

pu -f- V p 2 u 3 + l*pt ( r 1 — ut — /3m) 
p U — y p 3 u 3 4pt ( r* — a, t — {ìu ) n ’ 


(*) Questa equazione può ricavarsi dalla (li, li ) osservando che in questo 
caso diviene a'u-^-t—o 

(**) Dibatti indicando cqn a* i* ascissa del punto P l’ equazione (3) può porsi 
sotto la forma y — p ss — - (*— **) , e la distanza del punto y al punto 
a» , p «ara 

ve— V'+F= 
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(m — n)pu = (m + n) ^ p^u' +4pt(r * — ai — fiu), 
la quale liberata dal radicale , ponendo per brevità 


m np 

a ~~ (»*+»)*’ 

in virtù dell’ equazione (a') diviene 

* + — r , ] = ar I , 

ed esprime una iperbola avente per asintoti le rette date dalle equa- 
zioni 

t = o, ( a -fa) t + (3u — r* = o. 


Si costruirà la retta espressa da quest’ ultima equazione osservando che 


quando fc=o, si ha u = ^ ; 


e che facendo essa con 1’ asse delle x un 


» m O 4 * Si 

angolo che ha per tangente trigonometrica — , presa AB = a 


e condotta BD uguale e parallela ad AC, deve essere perpendicolare alla 
ID: d’altronde poiché dall’equazione della curva si ha t = —a , quando 
o, si potrà assegnar facilmente un punto pel 
quale deve passare l’ iperbola. 


Composizione del problema. 


Condotta CA perpendicolare all’ asse IQ , si prenda CO terza pro- 
porzionale dopo CA e il raggio, ed AB che serbi al parametro la 

i 

ragione di rq.qs : rs ; indi tirata BD uguale e parallela ad AC , 
si abbassino sulla DI le perpendicolari OR e CE. L’ iperbola che 
passando per E ha per asintoti OR , OS incontra il cerchio ne’ punti 
cercati 
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Il valore di CO è palese come debba costruirsi sulla figura , 
quello di a = AB si ottiene osservando che 


mn P __ 


( '»+«)* (m+n)* * 

P 

ma presa FA = m , FG — ri , la GL parallela alla IQ è uguale ad 
* -f- ^ d un q ue presa LH = IA , avremo GH = n , 

ed a = ; onde elevata alla FH la perpendicolare FB' , sarà 

AB'=AB = «. La distanza di due punti essendo affetta dal segno Jr si 
vede che lo deve avere anche la quantità n : la costruzione proce- 
de sempre cóme sopra , prendendo però a = — 


mnp 


i5. Nel caso che (ì — o 1’ equazione dell’ iperbola diviene 


e- 


■t=z 


a+* n+* 

onde la curva si cambia in due rette parallele all’ asse delle y : l’e- 
quazione precedente si costruisce facilmente , perchè è noto che Li- 

j** p* ( 

sogna prolungare la retta uguale ad — — = — in modo che il ret- 

tangolo della tutta nella parte prolungata uguagli quello di — in AB'. 

Nel caso che a è negativa , cioè quando si adotta l’ espressione 
a — — - mnf> y i il punto B' cade sul prolungamento della QA, e 
prendendo sempre la AB in senso opposto alla AB' , se B cade 

• ■ m • r* . * 

tra I ed A , ossia se a < * bisognerà dividere la — , che si ta- 
glierà anche da A verso Q , in modo che il rettangolo delle parli 

p* ^ * _ 

uguagli il rettangolo di ^ in AB' ; ma se a > a. bisogna prendere 

la j— sul prolungamento della QA , e prolungarla nel modo sud- 

4 
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detto: se poi a=— >*,si ottiene fc=— a—% , cioè che la tangente 
alla parabola condotta pel vertice determina sul cerchio i punti 
cercati. Tutto ciò ha luogo anche quando a è positiva ed * ne- 
gativa, dipendendo tulio però in questo caso dal solo segno del bino- 
mio a-f-st. 

Riflettendo che quando a + a = o abbiamo trovato che la tan- 
gente alla parabola tirala pel vertice incontra il cerchio ne' punii 
cercati, indipendentemente dal raggio di questo cerchio, e che la 
tangente al cerchio è pcrpendieolare al raggio che passa pel punto 
di contatto, se ne deduce il seguente notabile teorema. 

Se per un punto qualunque ( Fig. 6 ) Q del? asse di una pa- 
rabola si tira una retta QR , ed a questa la perpendicolare 
RM ; il rapporto di MP : NP è sempre lo stesso comunque vari 
la QN , ed è uguale al rapporto di IR : RS. 

Lo stesso avviene se il punto Q è sul prolungamento dell’asse; 
così per un punto P tirata una retta qualunque PR , e per R 
la R/n perpendicolare alla RP , è sempre lo stesso il rapporto di 
«Q : Q/n , ed uguale a quello di Rs: RI. 

È chiaro che il primo caso corrisponde ad a = — ~~y ed » 

negativa ; il secondo ad a = — k )* e< ^ * P°*itiva : se fosse 

m=n 1’ equazione a = — 1 m " p - ~ « darebbe a = IQ = \ d ; onde sa- 
1 (m+n) 

rebbe Q il fuoco della parallela ; pertanto in questo caso dovendo es- 
sere la MP uguale alla NP , si vede che la NM deve esser nulla e 
perciò la RN tangente alla parabola. Quindi il noto teorema dal quale 
si deduce il modo di descrivere una parabola mediante l’ intersezioni 
consecutive delle diverse tangenti di essa , è un caso particolare di 
quello enunciato poc’ anzi. È ma in lesto ancora che se il puuto Q si 
prende tra il punto I e il fuoco, la RN incontra la parabola , se al 
di là del fuoco non la incontra ; e che quando il punto Q è sul pro- 
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Juugamcnto dell’ asse oome P , ia perpendicolare a PR seca sempre 
la parabola, Inoltre avendo detto che 
MP : PN : : IR : RS , 

essendo ancora IR : RS : : PR : RN ne siegue che 

Se una retta qualunque PIVI interseca la parabola le parti 
MP , NP sono proporzionali alle due PR , RIN. (*) 

16. Supponiamo ora che restando gli stessi dati del n. 14 si vo- 
glia (Fig. 5 ) che il rettangolo delle parti NP , PN' sia uguale ad 
un dato quadrato , chiamando d il lato di questo quadrato , avremo 
l’ equazione 

ma essendo y — p ,y' — p le radici dell’equazione (4, 14), si ha 
dunque sarà 

pr* (pu-\-at — r*) = P fi). 

Questa equazione appartiene ad una parabola cubica , ed 4 chiare 
che la retta espressa dall’equazione P u a. t — r*=o (**) ne è una 


(*) Posto il teorema dimostrato più sopra ne siegue che presa (Fig. 5) li uguale 
ad AD* la rcua cercata MV e la perpendicolare condottale dal punto b s’ in- 
contrano in uno stesso punto della retta tangente alla parabola in I ; quindi 
questo problema potrebbe ridursi ad un caso particolare del problema II , e 

difatti 1’ equazione (5 , 8) ponendo a cd r* ~ 0 , si accorda con 1’ equazione 

trovata nel n.- precedente. Serva ciò per mostrare che l’ Algebra anche più della 
Geometria può esaminare il rapporto che passa fra i diversi problemi, e ridurre 
y uno all’altro. 

(**) La retta appartenente a questa equazione è evidentemente la corda comune 
al cerchio dato ed a quello espresso per 1’ equazione jr* + ** — gy — tur =0 , ciac 


Digitized by Google 



C »8 ) 

tangente ; inoltre poiché quando /3 u •+■ * t — r* = o si ha t' —o , 
ossia t—o, resta assegnato anche il centro, e l’asse che è quello 
delle y (*) : per determinare un punto della curva , si ponga 

0 u -j- a t — r* =pt , e si avrà t =-f- 


al cerchio che ha per diametro la congiungente il ponto C con I , essa è dun- 
que la retta G'G che unisce i punti di contatto tra il cerchio e le tangenti con- 
dotte ad esso dal punto I ; questa retta è nolo che si chiama asse radi- 
cale del punto I rispetto al cerchio , ed il punto di mcuo della G'G ed il punto 

I, poli coniuga/i. Se il punto 1 fosse nell’ area del cerchio la retta data dall'equa- 
zione (3 u + *< — r' — o sarebbe sempre perpendicolare alla retta che passa 
pc’ punti C ed I, e la tua distanza dal punto C terza proporzionale dopo la 
distanza che serba I da C , e il raggio. La retta G'G , ii suo punto di mezzo 
ed I , conservano le medesime denominazioni anche quando invece di un cer- 
chio si ha una curva del secondo grado , purché la G'G sia parallela al dia- 
metro coniugato alla CI , ossia che le tangenti in G' e G passino per I. 

(*) Ciò puh anche dedursi più direttamente colla permutazione delle coor- 
dinale ponendo I— m t 1 , u = u' + ni 1 + p‘ , cioè cambiando l’asse delle x ; 
potremo allora far sparire il termine noto ed il termine in ( a primo grado , 

determinando a dovere — e S/ ; si troverà — ss — - , fl* = — , e quindi 

m r m fi ’ 1 

pu + *t— r*=o è l’equazione dell’asse delle I* , e 1’ equazione della curva 

si riduce a 

js _ P r '& 

e -ImT' 

dalla qnale si vede che la curva passa per la nuova origine, e 1* asse delie t', è la 
tangente in questo punto. È chiaro ancora che il punto orìgine delle coordinate 
è il punto di mezzo di ogni retta condotta per esso e terminata alla curva , 
poiché supponendo che ir— at sia l’equazione di una retta qualunque che passa 
per T origine , si hanno per l’ ascisse de’ punti d’ incontro oltre t'=o , due va- 
lori uguali e di segno contrario, onde l’orìgine è un centro della curva la quale 
ha un ramo dalla parte delle f* , n* positive , un’ altro ramo dalla regione delle 
t', u' negative. È ancora da avvertirsi che dicendo che 1’ asse delle y c un asse 
della curva , non intendiamo che divida le corde parallele alla tangente per 
metà , perchè queste corde incontrano la curva in un sol punto. 
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Composizione del problema. 


Presa ( Fig. 6 ) IB ugualo al parametro , ed AD che serbi al rag- 
gio la ragione di IB al lato del dato quadrato , si tiri ad Ix la 
perpendicolare DE : ed essendo FG 1’ asse radicale del punto 
I rispetto al cerchio dato, si abbassi sulla CB la perpendicolare FE. 
La parabola cubica che ha FA per asse , FG per tangente , e passa 
per E incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

17. Nel caso che /3 = o cioè che il cerchio abbia il centro sul- 
l’asse della parabola , 1’ equazione (1) del n. precedente si riduce a 

(Pt* — pr‘zt-\-pr , — o , 


che essendo uà’ equazione di terzo grado rispetto a t , indica tre 
rette parallele all’ asse delle y , le quali intersecando il cerchio de- 
terminano i punti cercati. Per costruirla si moltiplichi per t , e si 
avrà 

(Pi* — pr‘zP-\ m pr A t— o , 

e supponendo 

?=pu ( 1 ), 

* 

si otterrà 1’ equazione 

u* — — «H — -z t= ° ; 
cf 1 pcP ’ 

che sommata con la precedente, dà 

(/» + $)*+£'=« M» 

equazione dinotante un cerchio che passa pel vertice della para- 
bola corrispondente all’ equazione (1) , ed ha per centro il punto 

determinato dalle cooidinate — > ¥ (p + Quindi suppo- 

nendo ( Fig. 6 ) che I sia l’ origine, A il centro del cerchio dato , 
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ed IT l’asse delle t, poiché l’ equazione (1) appartiene alla parabola 

data , e prese IS — r , IH = d, si ha SN = — , HK = —, ne sie- 

P P 

guc che fatta la IL uguale al parametro , La = ^ tl r- , ed 

et Uh*. 


a 

ab == — = — - il cerchio che ha per diametro I b è dino- 
ta HK ‘ 

tato dall’ equazione (a), e perciò presa kd! = Id la parallela per 
d' ad IT fisserebbe sul cerchio dato i pumi richiesti . 

Giova osservare che nello stabilire l’equazione (1 , 16) le distanze 
PN , PÌN' ( Fig. 5 ) essendo affette dal segno anche (P , deve es- 
sere preceduta dal segno ^ ; onde si hanno due parabole cubiche 
nel caso generale e sei rette quando /3 = o. 

PROBLEMA V. 


18. Tirare (Fig. 7) al dato cerchio AM la tangente NMfi' in modo 
che condotte le DÌS, D'ÌS' per due punti dati D, D' che facciano colla 
NN' gli angoli dati LKH , LKI sia il rettangolo di ND in fi'D* 
uguale al quadrato di una retta data e sia KL. 

Prendendo C per origine e CD' per asse delle x, si chiamino *' la 
CD' j * e /3 le coordinate del punto D, e ( ed u quelle di M, sarà 
P equazione della fìfi' 


uy -f tx = 7^ (l), 

e quelle delle DN, D'iN' , chiamando a, a' le tangenti trigonometri- 
che degli angoli dati , 


. au — t . 


■■‘ 13 ), 


onde 


DN 


de- 

ll- 


essendo x in queste forinole le ascisse de’punti fi ed fi', che eliminando 


» 
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dall’ equazioni (r) e (a), ed (i) e (3), si trovano essere rispettiva- 
mente 

^a)(u+iw) , t (r*— *'/)(« +o»0 

* = * + ^ ’ *-* + 

Quindi avremo la equazione 

aaf r* 1 

aafd* 


che rappresenta un’ iperbola , e ponendo 


= tP , si ha 


V(t +«*)(«+»'*) 

= d'V , 

onde si vede che le rette corrispondenti alle equazioni r 1 — %t — pu=o, 
r 1 — «'fc=o, ne sono gli asintoti: per trovarne un punto, si ponga 
crf-t-(3u=o, e si avrà r 5 — »'£=cP 


Composizione del problema. 


Unita la CD' e condotti gli assi radicali AO, BO de’ punti D, D' si 
guidino alle KH , KI le normali per L, indi si prenda BE quarta 
proporzionale dopo CD', IL, LH , e si tirino alle BO , AO le pa- 
rallele EF, CF. L’ iperbola che passa per F tra gli asintoti OA, 
OB incontra il cerchio ne 1 punti cercati. 

Se /3— o cioè se il punto D fosse sulla CD ( nel qual caso la AO 
è perpendicolare a CD , e noi supporremo che passi per B') l’equa- 
zione si riduce ad 

(V— a'f)(r*— ai) =rf'V 

ossia 


($-‘XS 



Laonde se a ed a' hanno lo stesso segno , per costruir questa 
equazione devesi prolungare la B'B in modo che il rettangolo della 
tutta nella parte prolungata uguagli quello di B'C in BE,se hanno di- 
verso segno ( come dalla posizione di B' mostra la figura ) fa d’uopo 
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dividerla in modo che il rettangolo delle parti uguagli il rettan- 
golo di B'C in BE. 

In questo problema tanto a che a' devono essere precedute dal 
doppio segno Ht per risolvere il problema in tutta la sua estensio- 
ne , onde facendo tulle le combinazioni possibili che sono quattro 
sembra che quattro sieno le iperbole, c che quindi abbia il problema 
sedici soluzioni ; ma si osservi che se non cambia H prodotto aa' 
l’equazione non si altera , e che quindi due sono le iperbole che 
risolvono il problema ; onde otto sono i punti M. Si noti ancora 

che se cambiasi a in af , o più generalmente ■ — se re- 

yj+a'Vi+a 1 * 

sta costante, comunque variano gli angoli,, 1’ equazione resta la stessa: 
quindi purché non vari il prodotto de’ seni , possono cambiarsi ad ar- 
bitrio gli angoli dati , e il punto M sarà sempre lo stesso. 

ig. Se fosse dato il rapporto, la somma, o la differenza delle DN 
D'N' , non si otterrebbe che uu’ equazione di primo grado. 

Supponiamo che sia dato U rapporto , ed esprimasi con ^ , si 
avrà 

rv-rt-jto yjT+7 2 =- 

ossia chiamando per brevità 9 e gli angoli N , M', 

la quale come è chiaro esprime una retta , che passa per Oj inol- 
tre essendo 

_. !£ 2 ! 

n jon?' 

fi 

la tangente trigonometrica dell’ angolo che fa con l’ asse delle ascis- 
se , presa KL = n , KL' = m, e condotte le LI, L'H' perpeadioo- 

lari a KI , KH; se facciamo CG j la retta da costruirai 

sarà perpendicolare a DG. 
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Composizione del problema. 

• 1 • • • ' 


Unito il centro C co’ punti D, D' si descrivano gli assi radicali AO, 
BO de’ delti punti ; indi prese le KL' , KL uguali ad m ed n , 
si abbassino sulle KI , KH le normali LI, L' H' , e si tagli la CG 
quarta proporzionale dopo LI , L' H' , e CD'. La perpendicolare a 
DG per O incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

In questo problema a , a'- dovrebbero esser precedute dal se- 
gno ; ma siccome i’ equazione non cambia quando la quantità 

- non muta segno due combinazioni potranno farsi, perchè le altre 

darebbero lo stesso risultamento : e il solo cambiamento nella co- 
struzione è che la CG deve prendersi in senso contrario. 

Si vede ancora che quantunque gli angoli dati prendano diversi 
valori pure se non cambia il rapporto de’ loro seni , non si altera 
la posizione del punto M. 

( so. Se fosse data la somma delle rette ND , N'iy che sia KL, 
chiamandola d, si avrebbe 


r* — al — pu r * — alt 

seuf ' sert?' 


> dr , 


la quale quando r*— tu— fìu=o , dà r 1 — *'f=efr sen $' , e così avre- 
mo un punto della retta che rappresenta ; un’ altro si ha ponendo 
r*_«'fc=o , con che viene r 1 — tU — /3n=ni$en <p. 




Composizione del problema. 

Abbassate sulle KI, KH le normali per L si tirino gli assi radi- 
cali AO, BO de’ punti D, D', e prese le b'g 1 , BG' che serbino ad 
LI, LH rispettivamente, la ragione del raggio a CD, e a CD*, si conducano 
ad AO , BO le parallele ^P, G'P*. La retta che unisce il punto 
P col punto P', incontra il cerchio ne’ punti cercati. 
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In questo caso dovrebbero essere affetti dal segno i soltanto 
senti e sen onde possiamo fare quattro combinazioni , e fra que- 
ste è chiaro che due danno la vera somma uguale a KL, le altre 
due la differenza. 


PROBLEMA VI. 

• - ; / 

ai. Tirare ( Fig. 8 ) dal dato punto D la DMN che tronchi dalla 
data parabola 1MN un dato spazio. 

Si prendano per assi il diametro DIx , e la tangente per I , e 
sieno 

. t . I 

y'=*px.... ( 1 ), y=^-(x— a)... (a), 

le equazioni della parabola e della DN , ove a/» è il parametro , a 

l’ascissa del punto dato; e t, u le coordinale del punto M. 

- 1 
Essendo come è noto lo spazio MQN uguale a - PQ. MN. sen MDx, 

ó 

( indicando P il punto di mezzo della MN , e QP un diametro ) 
bisogna cercare il valore della MN, di senMDx, e le coordinate del 
punto P , onde ottenere la QP : a tal line si elimini la y dalle 
equazioni (ì) e (a) , e le radici dell’ equazione 

«y— — ») a ]x-f** 3 « I=! o 

ebe ne risulta , saranno le ascisse de’ punti M , N ; e poiché dal- 
F equazione della MN si rileva che 

MN ==^- »)*+ac«(*— «)» 

essendo c il coseno dell’angolo degli assi ed x,x' le ascisse de’ punti 

M , N; sarà 

MN = aV X (< - l),+ ^ u : v u * +C ^T,-+a^?). 

U* 

Inoltre se si ordini l’equazione in x trovata più sopra, essendo 
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<‘ + ^) il coefficiente del secondo termine col segno cani- 

biato , l’ascissa del punto P sarà a + ' — r ~— , e quindi in virtù 

dell’equazione (a) l’ ordinata verrà espressa da 

_ p(e-*) 

y— u * 

e questa essendo per conseguenza l’equazione della QP, unita alia ( 1 ) 
darà per 1* ascissa del punto Q > e perciò PQ che è la dif- 

ferenza delle ascisse de’ punti P e Q sarà data dall’ equazione 

?Q = » + £ ^ ; : 

ma dall’ equazione (a), tenendo presenti le teorie relative all’equa- 
zione della retta rispetto ad assi obbliqui , si rileva ebe 

sen. MD* - “ VT ~* - 

V u - +( ,_). +3cu(< _ a) » 

dunque dinotando con 4cP lo spazio dato si avrà 


ì o + , ci 


(*) Non farà inutile il far osservare ebe se ai volesse , conoscendo un punto 
della DN , verificare se soddisfi» al problema , la via che per se stessa si pre- 
senta sarebbe di unire uu tal punto e sia G con D , determinare i pumi, M,N 
ove la DO incontra la parabola , dividere per metà la MN in P , e tirato 
il diametro PQ , vedere se i di» leni del parallelogrammo formalo da' lati 
MN , PQ sotto l'angolo QPM uguagliano il dato spatio , e se ben si rifletta 
per porre in equazione il problema , abbiamo eseguite col soccorso dell'algebra 
queste medesime operazioni. 

* 
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( , p'(t-*Y\L 6pd* 

donde , ponendo per brevità aR si ha 


a» + fc± =2 R ? 


ovvero 


U = ±(t-*)\J - 


( 3 ), 


i(K — «) 

equazione appartenente a due rette che passano per D , e che in- 
dicano conseguentemente le dne posizioni che può avere la retta 
cercata. 

Quest’ equazione si costruisce facilmente poiché quando t = R , 
si ha u — 4- - V ap ( R — *) , cioè uguale alia metà dell’ ordinata 

della parabola corrispondente all’ ascissa R — * : riguardo al valore 
di R si rifletta che se fosse a = R, si avrebbe dall’equazione (3) 

u =- , onde ne sicgue che R è l’ascissa corrispondente a quella 

ordinata che prolungata stacca dalla parabola un segmento uguale 
al dato spazio. \ 

\ ‘ " J • 

• Composizione del problema • 

Essendo AIB il dato spazio si prenda CE uguale ad 1D , e con- 
dotta 1’ ordinata EF si facciano le CG , CG' uguali alla metà di 

EF. Le congiungenti il punto D co’ punti G , G' sono le rette 

■ . 

cercate. , 

. «V . i ■ i . •. •<•*«' ’ ' ■ i 

a a. Da quanto abbtam detto risulta che 

Se in una parabola condotte due corde parallele AB , FF e 
il diametro che le divide per metà si prenda ID uguale ad EC, 
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e CG metà di EF, unità la DG gli spazi parabolici MQN , 
A1B sono uguali. 

p/f ( 

Inoltre siccome P equazione a* -f-- — - — = a R , dà 

Q p = *+ £ ^== R = IC » 


se ne deduce il noto teorema 

Se su diversi diametri si prendano uguali ascisse , le ordinate 
corrispondenti tagliano dalla parabola segmenti uguali. 

La IC è dunque data ogni qual volta lo spazio MQN deve ugua- 
gliare un dato segmento della parabola ; ma se dovesse essere uguale 


ad un dato quadrato bisognerebbe costruire il radicale^ 


<*/■* 


che esprime il valore di R : ed osservando che aj9(i — c 5 ) indica 
il parametro corrispondente alP asse IV , è chiaro per le note re- 
gole della costruzione de’ radicali di terzo grado , che presa la I'H 
metà del Iato del dato quadrato , la l'L terza proporzionale dopo 
il parametro e il triplo della H h , e la I'K uguale al parametro ; 
descritto il cerchio LKP , e condotta la c'C' parallela . all’ asse IV , 
la I'C' è il valore del radicale ossia uguale alla IC , che potrebbe 
chiamarsi saetta del dato segmento. 

Essendo le coordinate del punto P 




li* 



U 


.. (t) 


eliminando da queste equazioni la quantità , risulto , 

y=p(x—<x), 

donde si vede che 

Tutti i punti di mezzo delle corde di una parabola condotte 
per un dato punto sono allogati in una parabola che passa 
pel punto medesimo. 
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Inoltre se nelle equazioni ( 1 ) poniamo per il valore trovato nel 

V a(R -») . 

, si ottiene 

* = a R — *, i y=y a/>(R— «) , 
ed eliminandone a risulta 

y'=zap(x— R) , 

e se ne deduce per conseguenza che 

1 punti di mezzo delle corde che staccano da una parabola 
segmenti uguali sono in una parabola uguale alla data, avente 
lo stesso asse , e tangente alle corde medesime. 

Quindi se f è il fuoco della parabola data, presa ff — I'C', sarà 
f il fuoco della parabola che è il luogo de’ punti di mezzo delle 
corde suddette , e perciò il cerchio avente per diametro la 'Qf in- 
contra la IT ne’ punti m , m! : e questa potrebbe essere un’ altra 
soluzione del problema. 

ù3. Occorrendo in alcuni de’ seguenti problemi la condizione onde 
una retta tronchi da una parabola un dato segmento, per non ri- 
petere in ciascuno il calcolo eseguito piti sopra cerchiamo di sta- 
bilire una formola generale per tutti. Sia dunque un punto D ri- 
ferito a due assi Ox , Oy ; e ne sieno x , (3 le coordinate , sia inol- 
tre a p il parametro della parabola corrispondente ad un punto I 
tale che la tangente applicala in questo punto alla parabola risulti 
parallela all’ asse delle y , e ne rappresentino *' , /3' 1’ ascissa , e 
l’ordinata: è chiaro che se y* sono le coordinate di un punto 
qualunque riferito al diametro che passa per I ed alla corrispondente 
tangente , ed x , y le coordinate delio stesso punto rispetto agli assi, 
si ha 

y'=y—P'+n(x—x') , x'—m(x—x') , (*) 


(*) Queste forinole si hanno immediatamente dalla teoria della permutazione 
delle coordinale , ed è noto che indicando A T angolo degli assi Ox , Oy ; « 
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onde l’equazione della retta che passa per D essendo della forma 

, y—p— A(*— a) 

rispetto agli assi 0* , Oy ; per gli altri assi sarà 

che dovendo troncare dalla parabola espressa per P equazione 
/, y n » apx* 

un dato spazio , cambiando nell’ equazione (3, ai) , ed a in 

a +« . b-f-Mr-*) - 

— ' 6 À+n "*» 

si otterrà 

R (A+*)* — m {«— a')(A+n) A + m(>-^)(A+n)= 1 /jm* . . . (I). 

a 

È da notarsi che sostituendo nell’ equazione della parabola per 
x 1 , y‘ i loro valori si ottiene 

(y—P+K*—*')) =*pm(x —, »') 

che è P equazione della parabola riferita agli assi Ox , O y. 

PROBLÈMA VII. 

/ 

34 Condurre ( Fig. 9 ) 0 / cerchio ME la tangente MNN* in modo 
che tronchi dalla data parabola Kl£ un dato spazio. 


)’ angolo che 1’ asse delle x £1 con 1’ asse delle x* si ha 

scn® seri 9 

* sen (9+®) ’ m se n (9 ,'j) ’ 

avvertendo di prendere ® positivamente se 1’ asse delle x positive intersecando 
l'asse delle 3 ? positive trovasi superiore , negativamente nel caso contrario. 
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Prendami per assi coordinati 1’ asse della parabola e la corrispon- 
dente tangente , e si chiamino * , (3 ; t , u le coordinate de’ punti C 
ed M , a /7 il parametro della parabola , ed r il raggio del cerchio ; 

1 : *, : 4 * > . ■ , ’ J 1 -• •, : i 

saranno 


(J— py+(x—' à) a =r* . 

- y’ 1 =apx 

le equazioni del cerchio della parabola e della retta MN , che do- 
vendo staccare dalla parabola un dato segmento, ponendo nell’equa- 
zione (I) trovata nel n. precedente 


A= — — * , m =s l , n=p=p'=tx'~o , » ; 
u — * v , r 




si otterrà 


a ( / - J «)[C R — ' *)(*—< *)— P(u—P}~r 1 ']=p{u— PY, . 
ovvero , essendo (u — p y=r 1 — (t — «)*■ 

(t — <*)[( R +^P — a)(t—8.) — p(u — P) — r’]= -pr 1 . 


Quest’ equazione appartiene come ò chiaro ad . una iperbola che 
ha per asintoti le rette espresse dalle equazioni 

t —&,( R-|-- p — a)(Z — ») — p(u — py—r'zszo , 


c passa pel punto dato dall’ intersezione delle rette appartenenti 
alle equazioni 


(R+ - p — *)(< — «) — p(u — P)=o 


Composizione del problema. , 

Essendo PIQ lo spazio dato condotta ad I* la perpendicolare CS 
si prendano GA ed SF uguali alla quarta pane del parametro , e 
CR terza proporzionale dopo CA ed il raggio: indi si guidino alia 
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AC le perpendicolari CD , RO ed alla PQ la parallela FD. L’ iper- 
bola che passa per D tra gli asintoti OR' , OC incontra il cerchio 
ne’punti cercati. 

Se /5 = o 1’ iperbola si cambia in due rette che possono facilmente 
costruirsi, essendo date dall’equazione 

^ 0 * R-K/> — 0 ì^R+jp—) 


a5. Paragonando l’ equazione ottenuta con quella trovata nel 
n. 14 si vede che esse sono della stessa forma onde agevolmente 
potrà l’ una all’ altra ridursi , e verremo così a stabilire , una rela- 
zione fra questi due problemi che sembrano affatto diversi. Pertanto 
come queste due equazioni sono riferite ad assi diversi si rifletta che 
P equazione del n. precedente riferita ad assi paralleli a quelli adot- 
tati ma condotti pel centro del cerchio , sarebbe 


*{( R + J>+*y+/3u — /*]=£/»*, 

abbiamo cambiato il segno ad « , fi ; perchè se « , fi sono le coor- 
dinate del punto C rispetto al punto I , — a, — (3 saranno quelle 
del punto I rispetto al punto C. Ciò posto è evidente che l’equa- 
zione del n. 14 si riduce a questa se si cambiano in essa a, a in a + R, 


- p , e poiché avendo indicato nel n. precedente con 2 p il para- 


metro si ha a 


■>mnp 

"(m-f-n) 


; , avremo ^mn=(m-\-ny , donde si rieava 


m — n. Quindi il problema si riduce a tirare una tangente comune 
al cerchio dato ed alla parabola uguale alla data e che ha G per 
vertice. Inoltre per quanto si è detto nella nota posta alia pag. 27, 
e come potrebbesi immediatamente ricavare dall’ equazione (5,8) 

ne siegue che presa GA — '~Pj >1 problema si riduce ad un caso par- 
ticolare di quello risoluto nel n. 8, cioè a tirare una tangente al 
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cerchio dato in modo che la perpendicolare abbassatale dal punto A 
Ja incontri in un punto della PQ. Donde si deduce che nel caso 
che r=so, cioè che il cerchio si riduca al punto C, il cerchio 
avente per diametro la retta che và dal punto C al punto A de- 
termina sulla PQ que’ punti che uniti con C assegnano la posi- 
zione delle rette che passano per C e troncano dalla parabola spazi 
uguali a QIP : che è appunto l’ultima soluzione data al problema pre- 
cedente. Per tal modo si vede come la soluzione del caso generale 
è identica a quella relativa al caso particolare , e come una dall’al- 
tra si deduca. 

Queste relazioni pertanto le abbiamo fatte rimarcare non già per- 
chè sieno necessarie alla soluzione de’ rispettivi problemi ; ma per 
mostrare come tutte le dipendenze che potranno mai immaginarsi 
fra vari problemi , sono racchiuse nelle equazioni che l’Algebra ne 
somministra: come non solo, risoluto un problema , dando valori 
particolari alle quantità che entrano nell’equazione ottenuta si ri- 
cavano le soluzioni de’ diversi casi particolari che può quel problema 
presentare , lo che abbiain fatto sempre ne’ problemi sinora risolu- 
ti ; ma anche risolvendo due problemi de’ quali uno è un caso par- 
ticolare dell’altro, prendendo pure diverse ignote l’ algebra conduce 
a soluzioni tali clic 1’ una dall’altra si può sempre derivare , men- 
tre li risolve indipendentemente seguendo sempre un principio ge- 
nerale che è quello esposto nel n. 7. 

2(1. Dalle equazioni 

(/— s)[(R+* p—a.)(t—x)—(3(u—P}—r>]= Ipr* 

(u-py+(t-*y=r' 



eliminando u— (3, e t — a si ottiene 

(R — *)A a -J-/3A — ^ p 4" rA o 
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equazione di quarto grado rispetto ad A. Or se facciamo in questa equa- 
zione A=j come nel n. 1 a si perviene ad una equazione nella quale 


facendo poi u % =npt non si ha come in quel n. 1 ’ equazione di una 
curva che incontra la parabola in punti esistenti anche sulla pe- 
riferia di un cerchio, onde se ne deduce che le parallele condotte 
pel vertice I alle quattro rette cercate non incontrano la parabola 
in punti tali che possa per essi passare un cerchio. Vediamo dun- 
que se vi esista un altro punto della parabola che goda di queste 
proprietà; sicno (' , u' le coordinate di questo punto, e facciamo 


A 


ut — u 

’ 


l’equazione precedente diverrà 




ove t , u indicano le coordinale di un punto qualunque della pa- 
rallela condotta pel punto t ' , u' alla MNJN* , onde possiamo fra /, u 
stabilire un’ equazione ad arbitrio facciamo 


u 1 — upt (1) 

ed essendo anche 

, 

per essere il punto l' , ut sulla parabola, sarà 

t 1 — t u' q-u 

u* — u ’ 

e l’ equazione precedente diverrà 


R “ *+£ (»'+“)- £ C"' + “) J +r\/ 1 

equazione di quarto grado in u ma sviluppata conterrebbe anche 
il termine in u l essendovi u a primo grado nella parte razionale ; 
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pertanto essendo il coefficiente di u , se facciamo u'= 2 fi spa- 
rirà questo termine , riducendosi 1 ’ equazione ad 

R— a+ t — u - + L V4p a +4/9 a +40«+t( a sso , 

a* 

e ponendo per brevità R — * + ~ = *' tenendo presente 1’ equa- 
zione ( 1 ) otterremo 

(*'— \ * ) =^ 7 . C zp’+zfir+afiu+pl), 

la quale ordinata e sommata con la ( 1 ) dà 

(p + t — ^m=i 6 ( r ~r - ~ — *'* } , 

equazione spettante ad un cerchio che si può facilmente costruire. 
Difatii è chiaro che condotta Cc parallela ad Ir, presa c£=Il = IG 
la Cff=x‘ , c quindi l’ascissa IH del centro sarà uguale al semi- 
parametro più il quadruplo di Cg, più la terza proporzionale dopo 
il semiparametro ed il diametro del cerchio, che sia DIl:l’ordi- 

nata poi essendo uguale ad si determina tirando D/z pa- 

P P ~J> 

rallela ad FC , ed H h perpendicolare ad Ir , finalmente presa 
FF'=SF,c condotta Ee parallela ad F'C abbiamo Ee,= , c il 

raggio del cerchio sarà per conseguenza uguale al lato del quadrato 
equivalerne all’ eccesso che L due quadrati di Al e del quadruplo 
di Ee hanno sul quadrato fallo sul quadruplo di C^. (*) Questa so- 


(*) Si ricaverà facilmente ciò che abbiadi detto paragonando l'equazione tro- 
vata con l'equazione generale deh cerchio, e riflettendo che dopo aver deter- 
minali’ le Ili y HA j si ha 
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fanone può sostituirsi all’ altra data più sopra , e viene in tal guija 
a risolversi il problema coll’ intersezione della parabola data e di 
un cerchio. Pertanto da ciò che precede ne risulta che 

Se da un punto qualunque C si abbassi una perpendicolare 
CS sull * asse di una parabola , e presa CS' uguale a CS , si tiri 
il diametro S' s' , le parallele condotte per s' alle rette che es- 
sendo tangenti ad un cerchio qualunque avente C per centro tron- 
cano dalla parabola uguali spazi , incontrano la parabola in 
punti situati sulla periferia di un cerchio. 

E qui da avvertirsi che in alcuni casi potendo avere il problema 
due soluzioni invece di quattro , ossia potendo tirarsi due sole tan- 
genti ad un cerchio avente G per centro', che stacchino dalla pa- 
rabola uguali segmenti ; sono due le rette che passano per s 1 , e quindi 
venendosi a determinare due soli punti sulla parabola potrebbe cre- 
dersi inutile per questi casi il teorema esposto , perchè per due punti 
vi passa sempre un cerchio; ma convien riflettere che 1 ’ algebra con- 
sidera sempre che un cerchio incontra una parabola in quattro pun- 
ti, gli altri due avendo coordinate immaginarie. Or.se pe’due punti 
suddetti si fà passare un cerchio ad arbitrio , trovale le coordina- 
te, quantunque immaginarie, degli altri due punti d’ incontro, c 
le equazioni delle rette che li uniscono con a', le tangenti al cer- 
chio parallele a queste rette 1 , non troncheranno dalla parabola spazi 
uguali a quelli determinati dalle altre due tangenti ; mentre fatte 
le medesime operazioni pel cerchio del quale s’ intende parlare nel 
teorema si troverà, come ò evidente, che sebbene si calcoli su quan- 
tità immaginarie, vi< saranno tali riduzioni che si adempia in line 
la condizione accennata , onde due rette risolvono allora realmente 
il problema ,. due altre algebricamente. 

37. L’andamento tenuto io questo problema per risolverlo me- 
diante la stessa parabola data ed un cerchio può applicarsi anche 
al problema IV risoluto nel n. 14. Difatti in questo numero ab- 
biamo trovalo che fra- le coordinate t , u del punto ove la setta» 
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cercala tocca il cerchio dato si avevano le equazioni 
n’+zW, t[(a+*)t+( 3 u-r'l=ar> , 
e l’ angolo che la medesima retta comprendeva con l’asse delle x , 

aveva per tangente trigonometrica — ~ : quindi se poniamo 


— -= A , ovvero Z = — Au , 
u 

eliminando fra questa equazione e le due precedenti t, u otterremo 
l’ equazione 


rAy 1 4 - A 2 +(A» — 0 )A=a 

che potrebbe servire a determinare A. Pertanto seguendo il metodo 
esposto nel n. precedente se indichiamo con tf , u? le coordinate di 
un punto qualunque della parabola data ; e con Z , u quelle del 
punto ove la retta condotta pel punto f , u 1 parallela alla retta cer- 
cata incontra la parabola , avremo A =“ — ~ , e quindi ponendo que- 
sto valore di A nell’equazione trovata qui sopra ne risulta 




y+o-^’ 



( 0 - 


D’ altronde essendosi trovato nel n. 14 che 


(y ~~py‘ == p(x — «) 

c 1’ equazione della parabola data , sarà 

(u—py=p(t—z) 

( u> — — *) 

dalle quali sottraendo l’una dall’altra si ricava 
u n —u'—!ip(u'—u)=p(t'—t) 


e perciò avremo 


<' — t u-f u ' — 

u 1 — u p 
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e l’equazione ( 1 ) diverrà 

P r \/P ì + («-fa'— zfi)‘—a(u+u' — 2/3)’— /;[/>* — /3(«+m'— a/S)] ... ( 2 ), 

e poiché nel secondo membro il corniciente di u — fi a primo grado 
è a a(u' — fi)-j-pfi si rileva che se faremo 

aa{u'—fi)+pfi=o 

l’equazione che ne risulta ordinata rispetto ad u — fi non conterrà 
(u — fiy. Or avendosi dall’ equazione precedente pfi = — 2 a(u' — fi) 
1’ equazione ( 2 ) tenendo presente che (u — fi) 2 — (u 1 — fi) 2 =p(t — t') , 
si può porre sotto la forma 

2/3) 2 = a(J — fi) — -pi , 
che liberata, dal radicale diviene 

r* [y +(«-£)’+ a(u'-fiXu~fi)+(u‘-fiy ] Y 

e ponendo per ( u — fi) 1 ed fa' — fi j 2 i loro valori espressi in t c fi, 
riflettendo che a (a' — fi)— — — , otterremo 

(«— /3)]= (t-f-Ziy 

la quale equazione sommata con 1’ altra 

p(t-n.)=(u—fif 

ci darà l’ equazione 

(u — fi) 2 =p(t— 2 »— £(“— i 9) J 

appartenente ad un cerchio che incontrando la parabola , deter- 
mina que 1 punti che uniti col punto fi , «' assegnano le posizioni 
delle rette alle quali devono esser poi parallele le tangenti da con- 
dursi al cerchio dato. 
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Ponendo F equazione precederne sotto la forma 

=p l^( r+ *)+?(/’+''-*) ] • 

si rileva che le coordinate del centro sono 




e il quadrato del raggio è uguale a’ quadrati di queste due quan- 
tità, ossia delle rette che rappresentano, più il secondo membro che 
non è difficile ridurre ad un quadrato. 

28. Abbiamo voluto accennare questa soluzione del problema IY 
per mostrare come si potrebbe applicare in generale il calcolo ese- 
guito nel n. 26; ma volendo risolvere il problema suddetto colla para- 
bola data cd un cerchio si potrebbe anche eliminare t fra le due 
equazioni ottenute nel n. 14 fra t, u ; e che abbiamo riportate nel 
li. precedente , e costruire quindi colle norme che trovansi esposte 
nella geometria a due coordinate F equazione di quarto grado in u 
che ne risulta. 

Pertanto da quanto abbiam detto si vede che nel risolvere un 
problema invece di prendere per ignote le coordinale di un punto 
che devesi determinare, se da questo punto deve poi partire qual- 
che retta secondo determinate condizioni , giova alle volte di pren- 
dere per ignote le coordinate t , u di un punto qualunque della 
parallela condotta a tal retta per un punto preso ad arbitrio e che 
si può poi assegnare in modo che si semplieizzino quanto più si 
possa le equazioni che ne risultano. Un tale andamento può alle 
volte condurre a soluzioni semplici perchè qualunque sia il pro- 
blema si avrà sempre un’ equazione fra t, u la quale apparterrà non 
ad una linea ma ad un sistema di rette che passano pel punto che 


Digitized by Google 



( 49 ) 

si è preso ad arbitrio, e ciò perché t , u non sono le coordinate di 
un punto particolare , ma di un punto qualunque della parallela 
che si è concepita tirata alla retta cercala ; quindi per determi- 
nare t, u si può stabilire un’altra equazione a piacere e si pren- 
derà quella che più semplicizza l’ equazione che si è ottenuta : nta 
quando t , u sono lo coordinale di un determinato punto allora le 
condizioni stesse del problema somministrano due equazioni fra t, u 
le quali bisogna costruirle, senza che passa aversi il mezzo di fare 
altre supposizioni che possano ridurle a più semplici. Così nel pro- 
blema III se si prendessero per ignote le coordinate ( Fig. 4 ) del 
punto M si avrebbe Ira queste coordinate un’ equazione appartenente 
ad un’ iperbola la quale intersecando la parabola determinerebbe il 
punto M, nè vi sarebbe altro a fare, se non che eliminare una delle 
coordinate per mezzo deir equazione ottenuta e quella della pa- 
rabola , e costruire l’ equazione che ne risulta con la parabola 
data ed un cerchio ; mentre chiamando t , u le coordinate di un 
punto qualunque della parallela condotta ad MP per I si ha fra t, u 
un’ equazione tale che prendendo ( n. ì a ) per I* equazione da 
stabilirsi ad arbitrio u 2 = pt , combinandole insieme se ne ricava 
un’ equazione appartenente ad un cerchio e si perviene in tal guisa 
ad una semplicissima soluzione del problema. 

È da avvertirsi che se mai pel punto da determinarsi non si do- 
vessero tirare delle rette richieste dall’ enunciato del problema, si 
potranno queste fissare anche ad arbitrio, per esempio si concepirà 
unito il punto da determinarsi con qualche punto dato e poi si 
procederà alla soluzione del problema come sopra si è detto : che 
se scelgasi per questo punto quel punto stesso pel quale deve poi 
condursi la parallela, allora questa parallela sarà la stessa retta che 
univa il punto dato col punto cercato ; e t, u le coordinate di un 
punto qualunque di questa medesima retta. Queste osservazioni , cd 
altre analoghe che potrebbero farsi , mentre ci insegnano quali norme 
si hanno da seguire onde pervenire ad eleganti soluzioni , ci dimo- 
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strano come F algebra applicata alla geometria possa som ministrare 
varie soluzioni di uno stesso problema. 


PROBLEMA Vili. 


29. Dato ( Fig. IO ) il cerchio MM' , la parabola IN?»' e i due 
punti A e B ; descrivere un cerchio A M M' che passando per A 
e B incontri il dato in modo che la MM* stacchi dalla parabola 
un dato segmento. 

Si prendano per assi la AB e la perpendicolare ad essa pel suo 
punto di mezzo , e si chiamino a la OA =OB , r il raggio del cer- 
chio dato, a, /3 ; a! , fi; t, u le coordinale del centro del cer- 
chio dato , del punto I della parabola tale che la tangente per esso- 
è parallela all’asse delle y , e del punto M; 2 p il parametro 
della parabola rispetto al diametro che passa per I ; m , n la se- 
cante e la tangente trigonometrica dell’angolo che un tal diametro- 
comprende con l’asse delle x positive. Le equazioni della parabola 
e de’ cerchi MM' , AMB saranno 


(y—P'+n(x—*')y = zmp(x—tt'}. (1) , 

(y — (* — * f = r y (a) , 

«*+/•- 


y+x*- 


-y= a 


•(3), 


1' ultima delle quali si ricava facilmente osservando che il cerchio 
AMB deve passare pe’ punti A, M, B. Gò posto sottraendo Liqua- 
zione (2) dalla (3) si ottiene 

(a/3 _ " + aMrW+p’+a 1 — r 1 }. 

questa equazione essendo dedotta dalle due (2) , (3) apparterrà ad 
una linea che passa pc’ punti comuni a’ due cerchi; cioè pe’ punti 
M, M*, ma 1’ equazione precedente è di primo grado , dunque essa, 
esprime la retta MM'. Inoltre avendosi 

u 7 *f- i 1 — 3 ^u + 2 ut — a ? — 
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perchè il punto t , u appartiene al cerchio dell’ equazione (a) , l’equa- 
zione trovata più sopra , ponendo per brevità — >*=■ a«/>, 

si riduce ad 

y=à (*-<>) > ■ 

e ci dimostra che la MM' passa pel punto avente per coordinate x—ò, 
y=o. Resterebbe ora ad esprimere la condizione che la retta data 
dall’equazione precedente stacchi dalla parabola un dato segmento, 
ina avendo già dimostrato che deve passare per un punto dato, si 
vede che il problema si riduce all’altro risoluto nel n. 21. Pertanto 
essendosi trovato che la MM' passa pel punto dato dalle coordina- 
te * = b , y = o indipendentemente da t , u ne siegue che de- 
scritto un cerchio qualunque ANB che passi per A e B la 3 SN' 
incontrando la BA determina il punto D che ha per ascissa x = b, 
e in conseguenza 

Le corde comuni ad un cerchio daio, e a diversi cerchi che 
passano per due punti dati s' incontrano in uno stesso punto. 

5 o. Avendo detto che determinato il punto D il problema si ri- 
duce a quello del n. 31, si potrebbe forse rispondere 

» Non è giusta questa conseguenza: chi ne assicura che la MU 
» che è la secante della porzione parabolica data ; e che perciò di- 
» venta una retta data di silo, prolungata non che vada a dirit- 
» tura per i punti M, M' incontri il dato cerchio? E quale è il 
» raggio di quel cerchio che passando per i punti dati esibisce i 
» due M M' al problema soddisfacenti ? . . . . Non crederò mai , che 
» si risponda , che posto che la secante prolungata , col favor del 1 

» cielo, incontri il dato cerchio, altro sene possa descrivere, che 
» passi per i punti dati , e per i due d’ incontro. Sarebbe questa 
» una scipidezza non degna della gravità delle discussioni Geome- 
» triche ». 

Questa difficoltà si toglie immediatamente se si rifletta che sic- 
come descritto un cerchio qualunque ANB la corda NN' passa per D, 
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viceversa ogni retta DN che passa per D incontra il cerchio dato m 
due punti tali che per essi , e per A e B si può far passare un 
cerchio ; e se ne determina il centro O' abbassando dal centro C 
del cerchio dato la perpendicolare CO' sulla DN. Che anzi è da 
osservarsi che non solo il cerchio ANB può descriversi quando la 
retta DN incontra il cerchio date , ma anche quando non l’ in- 
contra; così tirata una retta qualunque D« e ad essa la perpendi- 
colare Co' descritto col centro o‘ un cerchio che passi per A può 
considerarsi che questo cerchio incontri il dato negli stessi punti 
che la retta D/z ; poiché se immaginarie sonale coordinate de’ punti 
comuni alla retta ed a! cerchio; immaginarie, ma le medesime, sono 
le coordinate de’ punti comuni a’ due cerchi. (*) 


(*) Olfatti sia y =a'(x — b) l’ equazione di una retta qualunque Du co li- 
dotta pel punto D , y'-\-x % —zqy—a % 1’ equazione di. un cerchio qualunque 
che passa po’ punti A , B \ q essendo 1’ ordinata Co* del centro : sottraendo 
questa equazione dalla (a , ag) si ottiene l’equazione 

a«=r»— , 

la quale esprime la retta, che passa pc’ punti comuni a' due cerchi , sieno o nò 
questi punti. realmente assegnabili, e sari identica alla equazione y=a/{x— b) 

se — — = of , ovvero se ^ : cioè se la retta che- unisce il' punto C 

q — £ » af ' 

con è normale alla Cn : quindi il centro- et ss determinerà abbassando dal 
punto C la Co* perpendicolare alla Dn. Siegue da ciò che quando sono dati 
due cerchi la retta che passa pc’ due punti, che sono ad essi comuni è sempre 
assegnabile s’incontrino o nò questi cerchi. Si potrò avere una ragione di ciò anche 
geometrica se si rifletta che la corda comune a due cerchi deve essere sempre normale 
alla retta che unisce i loro centri, c dividere una tal retta in modo chela differenza 
de' quadrati- de' raggi sia uguale alla differenza de' quadrati delle parti , le quali 
condizioni si possono anche adempire quando i cerchi non s’ incontrano. Non bisogna 
tralasoiar di notare che se il quadrato del raggio maggiore fosse più grande de’quadrati 
del raggio minare, e della distanza.de’ centri , questa distanza invece di esser di- 
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PROBLEMA IX. 

5i. Date la parabola (Fig. n) N'MN, e la retta DR, ed in questa 
il punto D , tirare alla parabola la tangente MA in modo che 
presa la AB che serbi alla AD una data ragione , la BN' pa- 
rallela alla AM stacchi dalla parabola un dato segmento. 

Presi per assi il diametro DI* e la tangente per I , si chiamino 
t , « le coordinate del punto M , a la ID , a il rapporto del seno 
dell’ angolo che la DR fa con P asse delle x al seno dell’ angolo 
che forma con l’asse delle y ; c il coseno dell’angolo compreso 
dagli assi , e np il parametro delia parabola. Saranno 

y 2 =npx. . .( 1 ) , y=a(x— *). . . (a), ity ~px+pt. . . (3) 
le equazioni della parabola , della DR, e della MA: sia inoltre 

y—l (*—*') (4) 


vita nel modo suddetto verrebbe ad essere prolungata. E qui conviene avver- 
tire che spesse volte risolvendo un problema si trova che la soluzione esiste 
quantunque sembra impossibile poi di eseguire le costruzioni volute dall’ enun- 
ciato, allora è segno che il problema è identico a qualche altro problema enun- 
ciato sotto un’ altro punto di vista più generale , ma che corrisponde allo stesso 
ne’ casi che è possibile il primo. 

Così se data una parabola e fuori di essa un punto si cerca il luogo geome- 
trico de’ punti da’ quali condotte due tangenti alla parabola , la congiungcnte i 
punti di contatto vada a passare pel punto dato; si trova che la locale è una 
retta che teca la parabola Quindi pare impossibile che i punti i quali sono nel- 
1’ aia della parabola possano soddisfare alle condizioni cercate ; ma se si ri- 
detta che, per le note proprietìi della parabola, il problema si riduce a trovare 
il luogo geometrico de’ punti tali che per ciascuno di essi condotto un diame- 
tro , la parallela alla tangente corrispondente tirata pel punto di questo diame- 
tro lontano dal vertice quauto il punto che si è preso , vada a passare pel punto 
dato ; si vedrà in qual senso i punti situati Dell’ aia della parabola avverino 
il problema. 
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l’equazione della NB. Dall’ equazione (2) rilevasi che 
DA=(*— aOl/i+a'+aca , 

* essendo l’ascissa dei punto A , la quale si ottiene eliminando lay 

dalle equazioni (a) e ( 3 ), e risulta *=* + ^7» 

onde 

DA := y 1 -j-cr’-f- 2c<i .* 

au — p 

similmente eliminando la y dall’ equazioni (2) c (4) si troverà per 
l’ascissa del punto B, *=* + ?(»— » , ) . quindi sarà 

* au—'p 

AB — - t/ifo’-faca , 

au — p 

cd indicando con - il dato rapporto avremo 1’ equazione 
n 

t 4- 9.'— ^ (*+*)• 

D’ altronde dovendo la retta dell’ equazione (4) troncare dalla pa- 
rabola un dato spazio, abbiamo in virtù dell’equazione (I, 2 3 ) 

P' P . 

u* a(R— »') ’ 

dunque eliminando da queste due equazioni avremo 

dalla quale, osservando che u 1 =2pt, si ottiene l’equazione 

<= nR_ # 

m 
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die appartiene ad una retta la quale incontra la parabola data 
ne’ punti M. 


Composizione del problema. 


Condotto il diametro DIx si prenda la IC uguale ad fD , e lev 
CE in modo che la saetta del dato segmento le serbi la data ra- 
gione , e si tiri F ordinala MEM'. Le tangenti alla parabola ne’ 
punti M, M' saranno le rette cercate. 

Dovendo la distanza che passa fra due punti esser preceduta dal 

segno i , bisognerà prendere col segno i il rapporto ^ , onde 

prendendo la CE da C verso e tirata la mem' parallela alla MM' 
avremo due altri punti m, m! che anche soddisfanno al problema. 
Non sarà inutile di avvertire che per le tangenti condotte pc’pun- 
ti M , m la AB deve tagliarsi nel senso DR ; per quelle tirate 
da’ punti M' , mi in senso opposto , cioè secondo RD. 

PROBLEMA X. 

3a. Tirata ( Fig. 12 ) nella parabola INN' una corda NN' che 
ne stacchi un dato segmento , unito il suo punto di mezzo M* 
con un dato punto D , e presa DM che serbi a DM' un dato 
rapporto , si cerca il luogo geometrico del punto M. 

Si prendano per assi coordinati il diametro DIx e la tangente 
alla parabola in I, e si chiamino t } u le coordinate de) punto M', 
3 p il parametro della parabola, c il coseno dell’angolo degli assi , 
ed a 1’ ascissa del punto D : sarà 
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F equazione della DM'M ; onde 

DM'^V^-K* — a cu(t — *) , 

D M= ^ y zi 3 - 1-(/ — «) 3 4- 2cu(z — ») , 

x essendo l' ascissa del punto M, ed indicando con il dato rap- 
porto avremo 

7i(x— «)=m(/ — pi). . . .(?). 

Inoltre essendo M' il punto di mezzo della NN' 1’ equazione di 
questa retta sarà 

e dovendo troncare dalla parabola un dato segmento per I’ equa- 
zione (I , s5 ) otterremo 

zz 3 =a/>(< — R) (5). (**) 

Avute in tal guisa , esprimendo tutte le condizioni del problema, 
tre equazioni fra le quantità x, y , t, u basta eliminarne t , u onde 


(*) Difatti supponendo che ^ — u ss a{x — t) sia F equazione della NN* , essendo 
y'zzzipx l'equazione della parabola, eliminandone x si otterrà l'equazione 

che darà le ordinale de' punti N , N' ; c poiché 1 ’ ordinata u del punto M' 
deve esserne le semisomma , avremo zi = £ , donde a , e l’ equazione della 

NN' diviene y — u=-^x — r^che si riduce facilmente a quella portata qui 
sopra. 

(**) Quest'equazione potevamo dedurla immediatamente rammentando ciò che 
abbiadi detto nel n. 31 
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ottenere l’equazione della locale cercala. Or dall’equazione (a) ab- 
biamo 

ed in consegnenza dalla ( 1 ) 

n 

U — ~Y\ 

772 

dunque l’equazione (3) ci darà in fine 

R )■ 

equazione di Una parabola avente per diametro I», per vertice il 
punto dato dall’ ascissa * = « -f" ^ ( R — « ) , la tangente parallela 

all* asse delle y , e per parametro 

Composizione del problema. 

Condotto per D il diametro DI* si prenda IA uguale alla saetta 
del dato segmento e DI' che serbi alla DA la data ragione ; indi 
sulla corda menata per I* si tagli la I'B quarta proporzionale dopo 
dopo AD, DI' e il parametro. La parabola che ha I' per vertice, 
I'* per diametro , I'E per tangente , ed I'B per parametro è la lo- 
cale cercata. 

E da avvértirsi che la distanza che passa fra due punti essendo 
affetta dal segno ^ possiamo dare ad n il doppio segno : la 
costruzione sarebbe la stessa, soltanto la DI' dovrebbe prendersi in 
senso opposto e la parabola si volgerebbe verso le * negative: ver- 
rebbesi allora a considerare il caso in cui la DM si prende sul pro- 
lungamento della M'D. 
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PROBLEMA XX 

33. Date le due parabole ( Fig. i3) l'NN', IM ed in questa il dia- 
metro Ix si cerea tirare nella prima la corda NN* che ne stac- 
chi un dato segmento in modo che condotta dal suo punto di 
mezto M' alla parabola DI la tangente M'MP sia M'P a PM 
in un dato rapporto. 

Si prendano per assi coordinati il diametro Ix e la tangente ly, 
e si chiamino », /3; t, u ; t‘, u' le coordinate del punto I' de- 
terminato in modo che la tangente in I' sia parallela all’asse delle 
y , del punto M , e del punto M' ; e a p f tip' i parametri delle 
parabole IM , I'N-Y. Le equazioni della tangente PM' e delle due 
parabole saranno 

y— «=£(*—*) (!) 

y— *p x - ( 3 ) 

(y— 0+n(*—*) ) =a p'm(x—*y .(3). 

Ciò posto essendo il punto t y u sulla parabola dell’ equazione (a) 
sarà 

U^npt (4) , 

c dovendo la retta PM passare pel punto M' che ha per coordi- 
nale t 1 , u‘ si avrà 

ossia tenendo presente 1* equazione (4) 

uu'=ptf-\-pt. . . .(5). 

Inoltre dall’equazione (ì) si rileva chela distanza di due punti 
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della PM' aventi per ordinate y , y 1 è data dalla foratola 

V^+p + “. 

indicando c il coseno dell’angolo compreso dagli assi ; dunque es- 
sendo nulla l’ordinata del punto P, ed u , u' quelle de’ punti 
M", M* saia 


mp«V.+5+=,iw-W« + 2+7. 

e quindi indicando con — ( il dato rapporto otterremo l’equazione 

»'m'=wi'ìs .... (6). (*) 


Resta ora ad esprimere analiticamente che il punto M' sia il 
punto di mezzo della corda che stacca dalla parabola deli’equazione (5) 
il dato spazio; per eseguir ciò bisognerebbe tirare pel punto t ' , u' 
una parallela al diametro di questa parabola , c quindi cercare 
l’ equazione della parallela alla tangente corrispondente condotta 
pel punto t , u‘ , che sarebbe la NN' , la quale dovendo tron- 
care dalla parabola un dato spazio P equazione ( I , a5 ) ci da- 
rebbe 1’ equazione cercata fra ? , ut. Ma per brevità osserveremo 
che dette t ", a" le coordinate del punto M' riferito al diametro 
ed alla tangente della parabola l'NN' rispetto al punto I', si Ira per 
l’ equazione (5) del n. precedente 

uf a =3p\t" — R), 

onde essendo (n. a3) 

u"=u'—p+ —*), 


(*) Qui è da avvertirti che per risolvere il problema io tutta la sua genera- 
tila dovrebbe darsi ad n', il seguo + noi riterremo solo il 4- perchè è facile 
ii rilevare , cambiando »' in — «' come dovrebbe*! modificare la soluzione che 
siamo per dare. 
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— /9-| ~n(tf — #) ^ =a p'mQ ' — * — .... ( 7 ). 

Espresse in tal guisa tutte lf condizioni del problema abbiamo 
le quattro equazioni (4)>(5)>(6),(7) fra le quattro ignote /, u ; u', 
e quindi si possono pienamente determinare. Or avendosi fra t, u 
l’ equazione (4) possiamo fra le altre tre eliminare f , u' ed otter- 
remo quindi un’altra equazione fra t } u e cosi costruendo i luoghi 
geometrici di queste due equazioni , ossia soltanto dell’ ultima, per- 
chè la (4) esprime la parabola IM , questi intersecandosi determine- 
ranno il punto M. L’ eliminazione accennata si esegue facilmente 
poiché dalla equazione (6) abbiamo 


u—-,u> 

n' 


e quindi la ( 5 ) in virtù dell’ equazione (4) ne darà 

i quali valori sostituiti nell’ equazione (7) danno 

la quale equazione appartiene come è chiaro ad una parabola che ha 
per diametro la retta data dall’equazione 

) =o * • • • (9) 

e per tangente corrispondente la retta espressa per 1’ equazione 


(*) Di fallo dal n. 6 ne segue ohe in generale marno , e dy+ex+/=o 
sono le equazioni di un diametro e della corrisponderne tangente della parabo- 
la. Nel caso attuale ciò si rileva anche facilmente osservando che 1' equazio- 
ne (3) , la quale appartiene alla parabola I'NN' ed è simile alla (8) , ci 
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Per costruire le rette appartenenti a queste equazioni osserveremo 

che nell’equazione (9) quando t—o si ha u =~(/3 -f- n *); ma 

dalla forma dell’ equazione (3) si rileva che il diametro della pa- 
rabola I'NN' condotto per I', che sia I'A , ha per equazione 
u — p-\-n ( t — «)=o. . . . (il) 

indicando t , u le coordinate variabili de’ diversi punti della I'A , 
e perciò quando t=o si ha u = IB = / 3 + n x, dunque presa IB'= 

n t 

— IB, per B' passerà la retta dell’ eqùazione (g). Similmente po- 
nendo u = o si potrebbe determinare il punto ove incontra l’ asse 
delle x ; ma sarà più facile l’ assegnare il punto ove incontra la 
I'A: difatti sottraendo l’equazione (11) dalla (g) si ha 

t— 

T"’ 

e poiché l’equazione (ti) per u — o dà *=IA=£-_ — , ne siegue 

che, presa Ba = BA, a è un altro punto della retta appartenente 
all’ equazione (g) che sarà per conseguenza la aB*. Per costruire 
l’ equazione (10) faremo riflettere primieramente che presa PC = R 

n 1 BC 

si ha BC = onde l’equazione (10) darà * = — , — -, — , ma 

P equazione (9) per « = o dà i = !A ' 1A > 

dunque la fio) si ridurrà a t — • e perciò presa BC'= 1A a BC , 

C' I" sarà la tangente della parabola espressa dall’ equazione (8). Fi- 


dimo< tra che il diametro e la Ungente rispetto al punto 1' hanno rispettiva- 
mente per equazione 

y- p+n(x — *)==«) *—«=0 
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nalmcnte per determinarne il parametro si osservi che 1 ’ equazio- 
ne (3) ci dimostra che dividendo il coefficiente di x nel secondo 
membro per m si ita il parametro della parabola ; quindi poiché 


senS 


dalla nota posta alla pag. 58 si rileva che m = n , ed n espri- 

me nell’ equazione (3) il coefficiente di * a primo grado esistente 
nel primo membro , ne risulta che indicando con a>' l’ angolo che 
il diametro a.V la con l’asse delle x , se dividiamo il coefficiente, 
di t a primo grado che trovasi nel secondo membro dell’ equazio- 
ne ( 8 ) pel coefficiente di / a primo grado della quantità elevala a 

quadralo che ne forma il primo membro moltiplicato per * , la 
quantità -- scn ’ che ne risulta sarà il parametro della parabola 


che quell’ equazione rappresenta : ma essendo m = — — , l’espres- 
sione precedente si riduce a » dunque essendo A, A' 

1 m' senu * 

gli angoli ® , co' il parametro corrispondente al diametro I"A' ed 

alla tangente I"C' sarà a p'—, — K 7 . 

0 ' ni' a\' 


Composizione del problema. 

Condotto nella parabola I'NN' il diametro I'A che divida per 
metà le corde parallele alla tangente Iy, si prenda Ba uguale a 
BA , la B'i in modo che la BI le serbi il dato rapporto e si uni- 
sca la aB' ; indi presa l'C uguale alla saetta del dato segmento si 
trovi dopo IA , IA' e BC la quarta proporzionale c sia BC', e si 
tiri alla ly la parallela C'I". La parabola che ha l"A' per dia- 
metro , 1"C' per tangente e per parametro corrispondente la retta 
che sta al parametro delia parabola l'NJN' relativo al. punto I' in 
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ragion composta di IB' : IB e di oA : ak' incontrando la parabola 
1M determina il punto M. 

34- Abbiamo determinato il punto M perchè è chiaro che asse- 
gnato un tal punto resta immediatamente risoluto il problema ; se 
si volesse assegnare il punto M' allora dovrebbesi fra le equazio- 
ni ( 4 ), (5) , ( 6 ) eliminare t, u. Questa operazione si esegue facil- 
mente poiché l’equazione ( 6 ) dà 



quindi dalla ( 4 ) si avrà 


t 


n** u" 
m'* %p ’ 


e finalmente sostituendo questi valori nella (5) si ottiene 


u ,3 = a p 


n'(2tn' — n') 


equazione appartenente ad una parabola che incontra quella data 
dall’ equazione ( 7 ) ne’ punti M' : quindi è chiaro che si avrà la se- 
guente 


Composizione del problema. 

Condotto nella parabola FNN' un diametro I'A si prenda FC 
uguale alla saetta del dato segmento , ed IE che sia al parametro 
della parabola IM in ragion composta di m' : n‘ e di m' : a m' — ni. 
La parabola avente I* per diametro , fy per tangente ed 1E per para- 
metro incontrando la parabola uguale e similmente posta alla I'NN' e 
che passa per C , assegna la posizione del punto M'. Abbiamo detto, 
si tiri un diametro I'A , perchè essendo la parabola dell’ equazio- 
ne ( 7 ) uguale e similmente posta alla FNN' non è necessario che 
il diametro FA abbia la posizione indicata nel n. precedente. Inol- 
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tre se si rifletta che l’equazione dell’altra parabola è alata ricavala 
senza aver presente 1 ’ equazione ( 7 ), si vedrà che essa esprime il luogo 
geometrico di que’ punti M' tali che condotte per ciascuno di essi 
una tangente M'P alla parabola, sia M'P ad MP nel dato rapporto. 
La soluzione che abbiamo ora esposta quantunque sembri più sem- 
plice di quella data nel n.° precedente, pure non è da esser prefe- 
rita perchè conviene descrivere due parabole : ma del resto anche 
da essa si può avere il modo onde risolvere il problema descrivendo 
una soia parabola. Difatti cambiando nelle equazioni delle due pa- 
R/i R 

rabole «' in u' , £ in £ +- , si ottiene 

m m 


(uf- — p-hn( £ — — «) 

(u 1 — -y=*P3r£—iX <'+-): 

\ m / — n')\ mj 


or se supponiamo che queste equazioni sieno riferite anche agli assi 
Ix, ly , la prima appartiene alla parabola I'NN’ , 1* altra è chiaro 
che , presa sulla parallela al diametro l'A condotta per I la 1F 


uguale ad I'C— R e condotta FG parallela ad ly essendo IG= • 


GF = — passa per F, ed ha GF per tangente ed il diametro pa- 

#71 

ralleio ad Ix : ciò posto descritta questa parabola è evidente che 
incontrerà la parabola PNN' in un punto m! tale che accresciute 

le sue coordinate di — e — •— si hanno le coordinate del punto M' , 
m m 1 

ossia che il punto m! è riferito agli assi FH , FK come lo è il pun- 
to M' rispetto agli assi I* , I y, e quindi condotta pel punto I una 
retta uguale e parallela alla congiungente il punto F con m! si as- 
segnerà la posizione del punto \ 1 '. 
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PROBLEMA XII. 

55. Circoscrivere ( Fig. 14 ) al dato cerchio AMM' un trian- 
golo isoscele di dato perimetro. 

Potendo il triangolo BDE girare intorno al cerchio senza cangiar 
di grandezza possiamo supporre data la AD di posizione , e prenderla 
per asse delle ascisse, e fissando in G 1 ’ origine, si chiamino t, u le coor- 
dinate del punto M , ed r il raggio del cerchio. L’ equazioni del cer- 
chio e della tangente BMD saranno 

uy + tx = r l ( 1 ), 

e la distanza di due punti qualunque della BD sarà espressa dalla 
forinola 


c/-*)\A+£= 


essendo y , y le ordinate di que’ punti. Ma ponendo x — — r nel- 
l’ equazione della BD si ha per l’ ordinata del punto B 

’fr+O 

y — „ » 

dunque essendo uguale a zero 1’ ordinata del punto D , sarà 

bd = '±M, 

e perciò indicando con a p il dato perimetro avremo l’equazione 
KM -0 _i_ r *( r +0 

~ir + ~ir— p > 


t(ri — pu + ar 1 ) + r ;i =o 


Digitized by Google 



( 66 ) 

la quale appartiene ad un’ ipcrbola che ha per asintoti le rette 
espresse per 1’ equazioni 

t=o , ri — pu -f ar* = o 

e passa pel punto dato dalle coordinate m = o, t=s — r. 

Composizione del problema. 

Presa la AF uguale alla metà del dato perimetro ed AG uguale 
ad AC si tirino le GO , CO perpendicolari alle CF , AC rispetti- 
vamente. L’ iperbola che passa per A tra gli asintoti OC , OG in- 
tersecando il cerchio determina il punto M. 

56. Avendosi dall’ equazione dell’ iperbola per u — o , (/-J-r)*=o 
si rileva che la AC la tocca nel punto A , e ciò potevamo anche 
dedurlo osservando che le parti AC , AG della retta GC comprese 
tra il punto À e gli asintoti sono uguali : pertanto dovendo h 
curva passare pel punto A che è un punto del cerchio , non es- 
sendo al cerchio tangente , dovrà incontrarlo necessariamente in un 
altro punto che, essendo OC un asintoto , dovrà esistere nel qua- 
drante AL. Sia m questo punto verrà a determinarsi il triangolo 
dite i di cui lati toccano il cerchio, ma questo non è però in esso iscrit- 
to ; 1’ altro ramo dell’ ipcrbola poi assegna due punti M , M' che 
danno il triangolo circoscritto al cerchio. Ma è da osservarsi che il 
punto m è sempre assegnabile come più sopra abbiarn detto , ma 
1’ altro ramo a misura che il punto O si allontana da C , cioè che 
diminuisce il dato perimetro , può non incontrare il cerchio , vi sarà 
dunque un valore di p pel quale quel ramo dell’ iperbola tocca il 
cerchio , e questo è il minimo valore che si possa dare a p per- 
chè sieno assegnabili i punti M,M' che in tal caso si riuniscono in 
un solo. Volendo determinare questo valore di p , si osservi che 
1’ equazione (a) del n. precedente dà 

r(r-f- 1) 7 — put =3 pt -y \ 
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la quale liberata dal radicale diviene 

rXr+y^pVC*-*'): 

quest’equazione di quarto grado in t determina le ascisse de’ punti 
comuni alla iperbola ed al cerchio , essa è divisibile per t-\-r , e 
con ciò dimostra che l’ iperbola passa per A , e si riduce ad 

r l (r+t) i =p :i e(r-t) ( 1 ). 

ovvero 

— p' 1 )i i -\-'òr‘'t-\-r f =o.. . (l') 

Essendo quest’ equazione di grado dispari e coll’ ultimo termine 
positivo ha necessariamente una radice reale e negativa e questa ap- 
partiene al punto m, le altre poi potranno essere reali o immagi- 
narie , e le prime disuguali , o uguali : in questo caso che , come 
è chiaro , ha luogo quando l’ iperbola tocca il cerchio , dovrà l’equa- 
zione (i 1 ) , per le note teorie riguardami la ricerca delle radici 
uguali delle equazioni , avere una radice comune con 1’ equazione 
3 ( 0} 

e perciò eliminando t da queste due equazioni, si avrà un’equa- 
zione fra p ed r che ne darà il valore cercato di p. Questa elimi- 
nazione si esegue facilmente osservando che 1’ equazione precedente 
può porsi sotto la forma 

p , (2rt—5?)=3r l (r+tf , 

e moltiplicandola per la (i) si ottiene 

(ar — 3*X r -t'0 = 3 t(r—t) 

donde si ricava t = ~r, il qual valore sostituito nella (i) dà 

p — 3v'3r*, cioè triplo del lato del triangolo equilatero iscritto nel 

cerchio. Inoltre ponendo fc=^r ne’ valori di BA, BD trovati nei n. 

precedente si vedrà che la prima è metà della seconda ed in con- 
seguenza ne risulta che 
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Fra tutti i triangoli che si possono circoscrivere ad un cerchio 
il triangolo equilatero ha il minimo perimetro. 


PROBLEMA XtIL 


67 . Dato ( Fig. i5 ) il cerchio EMF , la retta AN , ed in essa 
il punto D , trovare sul cerchio un punto M in modo che con- 
dotta la tangente MN sia il rettangolo di MN in ND uguale ad 
un dato quadrato. 

Si prendano per assi la perpendicolare , e la parallela condotta 
ad AN pel centro C, e si chiamino «,£;*,« le coordinate dei 
punti D , ed M , r il raggio del cerchio, d il lato del dato qua- 
drato : saranno 

Z+arW 2 , t£K+te=r*, x=a 


le equazioni del cerchio, della tangente MN, e della AN: etimi- 
Dando x dalle due ultime si avrà y = AN = , onde 

, U 

ND = - — — — — ; ma daU’eqaazione della MN si rileva che la distanza 
di due punti determinati dalle ascisse x } x? è espressa da 




dunque essendo * , e t le ascisse de’ due punii N ed M , sarà la 
MN = r ''* u ^ , e quindi avremo l’ equazione 
r(* — <)(r* — ni — fiu)==d 1 u > , 

ovvero 

r(* — <)(r* — ut — f5u)=d*(r > -—?') (l) 

la quale appartiene ad un’ iperbola che ha per asintoti le rette 
date dalle equazioni 
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*=», l*— (*+»)• (*) 

Per trovare un punto della curva si rifletta che ponendo t 

j»* 

nell’ equazione (l) si ottiene r* — ai — (iu = o , onde presa CB = 

e condotta la BS perpendicolare a CD saranno G , H due punti 
dell’ ipcrbola ; ed essendone AO un asintoto , presa HS = GR , 
sarà S un punto dell’ altro asintoto : quindi ricavandosi dalla sua 
equazione che l’ angolo sotto il quale »’ inclina all’ asse delle ascisse 


ha per tangente trigonometrica , presa CK =— , la SO per- 

pendicolare a DK sarà l’altro asintoto. 


Composizione del problema. 

Condotte alla AN la perpendicolare CA e le parallele EG, FH, 
si prenda CB terza proporzionale dop<t CA c CE ; e CK dopo CF 
e il lato del dato quadrato; indi tirata la BH perpendicolare a CD 
si porli la GR da H in S , e si abbassi sulla KD la perpendico- 
lare SO. L’iperbola che passa pe’ punti G, H ed ha per asintoti 
OR, OS incontra il cerchio od punti cercati. 

38. Osservando che se vi è un punto M che risolve il problema ti- 


(*) Cià si ha immediatamente osservando che J’ equazione (i) puh porsi sotto 
la forma 


<»— <Xr*— — f!u) = — »* + (*— I) (<+■*)) 

orvero 
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rata f altra tangente NM' ri è un altro punto M' che anche lo 
risolve; potrebbe credersi che essendovi una relazione fra le coor- 
dinate de’diversi punti cercati, possa abbassarsi il grado dell 1 equa- 
zione finale; ma bisogna riflettere che l’equazione (l) del n. pre- 
cedente non determina tutti i punti che soddisfanno al problema, 
perchè la distanza che passa fra due pnnti essendo sempre affetta 
dal segno i invece della (j) bisognava stabilire l’equazione 
rin—tXr 1 -t>.t—pu)=z±d 1 (r 1 -i 1 ) , 
la quale esprime due iperbole che incontrano il cerchio in otto pun- 
ti , e di queste due curve è chiaro che una passa pc’ punti M , l’al- 
tra pe’ punti M' , onde non è necessario descrivere tutte e due le 
iperbole , e con la costruzione data si risolve completamente il pro- 
blema. (*) 


(*) Per poco di esercizio che si abbia nelle considerazioni algebriche , e che 
siasi convinto che risolvendo un problema per mezzo dell'algebra si hanno tutte 
le soluzioni che può avere , non si avrò alcun dubbio ad ammettere che delle 
due iperbole una determina i punti M , Y altra i punti M'. Difalti se una stessa 
ipcrbola passasse per alcuni de' puflli M , e per qualche punto M' allora come 
abbiamo fatto notare piu sopra si dovrebbe abbassare il grado del problema lo 
che non è confermato dall’ equazione (i) combinata con l'altra u* + t* = r* : 
nè potrebbero le due iperbole passare per punti differenti e non già dipendenti 
come i punti M , M' perchè altrimenti agli otto punti M , M' corrispondereb- 
bero otto punti N, e potendosi da questi condurre sempre due tangenti al cer- 
chio vi sarebbero sedici punti sul cerchio che risol verebbqro il problema men- 
tre I* equazioni ne danno otto , e ciò sarebbe contrario alla generalità dell’ al" 
geLra. Del resto volendo dimostrare ciò che abbiamo assunto senza ricorrere ad 
alcun principio cerchiamo, essendo» ( , u le coordinate del punto SI, quali 
sono le coordinale del punto M' : a tale oggetto si rifletta che la congiungente 
i punti M , M' c normale alla retta che và dal punto C al punto N , e pestio 


essendo a , 


r ’ — xt 


le coordinate del punto N , avrà per equazione 
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5g. Se nell’ equazione ( 1 , 57 ) poniamo 

±=2«=<r, 

u 7 


x, avremo 


ovvero 


au / . 
r* — 




quindi eliminando y da questa equazione e dalla altra 

>* + **=»- 

che appartiene al cerchio avremo 1’ equazione 


•V / 

0-— O’V. ' 


r*\ a 


e i valori di * saranno le ascisse de’ punti M , M'. Ciò posto ordinando que- 
sta equazione il coefficiente del secondo termine col segno cambiato sarò 


ir' tu' aau* 

(r*— »*)*+»*«’ r*+»*— a»r ’ 


dunque poiché tèi’ ascissa del ponto M , 


quella del punto M' verrò espressa da 

a*u* a*r* — (r*+»*)t 

r*+a‘— aat r’-j-a* — a*r ’ 


e quindi 


F ordinata , come dall’ equazione della MM' si rileva , sarò 


Cr*— > 

r*+»* — a*r 


Or per provare che se l’ iperbola dell’ equazione ( 1 , 3? ) passa pe’ punti M , 
1* altra passa pe' punti M' , bisogna far vedere che l , u essendo le coordi- 
nale del punto M , il punto che ha per coordinate 


3*r* — (r* ' (r*— a*)u 

r*-f »* — 2x1 ’ r *+«‘— *xt ' 

appartiene all’ iperbola dell' equazione 
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ed essendo 

<*— 0 




otterremo 1’ equazione 

*’((*+^+aW)=^ (i). 

r , . . . .r *— »< — Su r’ — *t . , r'—xt 

In quest equazione essendo * = — — = j3 ; ed 

» ✓ * 

l’ordinata del punto N è chiaro che la x dinota la DN : per costruirla 
si ponga 

*0+0) =py 

e si avrà 


ed essendo p arbitraria se * >• r facendo p — y — r 1 , quest’ equa- 
zione dinoterà un cerchio , e quindi possiamo avere la seguente 


Composizione del problema. 


Condotta CA perpendicolare ad AN ed AL tangente al cerchio, 
si trovi dopo AL e il lato del dato quadrato la terza proporzionale 
e sia DQ. Le parallele a CA pe’ punti ove il cerchio descritto col 
centro D ed intervallo DQ incontra la parabola che passando per 


lo che ha luogo, poiché in questa equazione sostituendo invece di t , u le saddetti 
espressioni, osservando che t*+u*=:r‘, si oaiene 

r[* — t)(r‘ — otf — jiu)=d'(r ' — <*) , 

la quale equazione è verificata essendo il punto t , u un punto dell' iperbola 
data dall’ equazione (i , 3}). Combinando insieme le equazioni delle due iper- 
bole e del cerchio si poteva ciò dimostrare più brevemente ; ma l'andamento 
che abbiamo tenuto è quello che si presenta più naturalmente. 
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A e D ha per parametro AL e 1 ’ asse parallelo ad AC determinano 
sulla AD i punti N. 

Se poi a < r , potremo supporre p — Vr* — »* , e sommando la 
prima delle equazioni ottenute moltiplicata per a con la seconda , 
avremo 

y+x*+apx-ipy= 

equazione spettante ad un cerchio che si costruisce anche facilmente 
osservando che nel caso che si considera la AN intersecando il cer- 
chio la distanza che il punto d’ incontro serba dal punto A è uguale 
a p = Vr 5 — a\ 

40. Se fi = 0 P equazione (1) del n. precedente diviene 
x\x'+f— r»)=ds 

la quale ponendo , si riduce ad 

•*— T* 

e prolungando la rettó aguale ad - ^ — in modo che il rettangolo 

della tutta nella parte prolungata uguagli il dato quadrato si hanno 
ì valori di y ; indi una • media proporzionale tra il lato del dato 
quadrato edy ci darà x = DN che si porterà ( poiché nel caso 
che si considera il punto D cade in A ) da A verso N e da A 
verso 0 . U equazione in y avendo sempre una radice positiva e 
P altra negativa si dovrà trovare una sola media proporzionale , e 
giova osservare che se a > r la radice più piccola è la positiva , 
se a < r è la più grande. In questa stessa ipotesi P equazione (1,37) 
diviene 

( •+ 7)^— (*’+»*) *=^(7— , 

e c’ indica che l’ iperbola si cambia in due rette parallele all’ asse 
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delle y le quali si potrebbero facilmente costruire. Di queste rette 
una soltanto incontra il cerchio, essendo uno de 7 valori di t mag- 
giore di r come è facile assicurarsi risolvendo P equazione prece- 
dente, o anclic più semplicemente ponendo t— z -f- r ed osservando 
die P equazione in z che ne risulta ordinandola ha P ultimo ter- 
mine negativo e quindi una radice positiva che corrisponde al valore 
di t > r; ciò si accorda bene con P osservazione fetta più sopra ri- 
guardo al numero de’ valori reali della x. 

41 . L’ andamento tenuto nel n. 3g per costruire P equazione di 
quarto grado che abbiamo ritrovata può applicarsi in generale per 
qualunque equazione del quarto grado c non si ha quindi bisogno di 
liberarla dal secondo termine. Sia data l’equazione 

x'+ax'+bx^+cx+d^o (I), 

si ponga 


**+ l <**=py- 


(II), 


ed elevando a quadrato questa equazione e sottraendola in seguito dalla 
proposta , si avrà 

** + cx + d — °- 

Gò posto se b > j a*, possiamo supporre p—\j 


à , e que- 
sta equazione apparterrà ad un cerchio, in altro caso si moltipli- 


chi l’equazione (II) per p 1 -f - ^ a 1 — b, e sommandola con la prece- 
dente, si otterrà 


/>*CyH-**)+Q aOM-jo 5 — b)y+d=o. (Ili), 

equazione spettante ad un cerchio , ed essendo in essa p arbitra- 
ria ne’ casi particolari si determinerà in modo che si semplicizzi 
per quanto è possibile quest’ equazione ; ovvero nel caso che si vo- 
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glia fare uso di una data parabola, si porrà uguale al parametro 
di questa parabola corrispondente all’ asse. Se invece di stabilire 
l’equazione (II), facciamo 

aP+ iox+ Ib—py (IT) , 

ne risulta 

nV 3 — 7 a 1 * 1 — - abx csr + d — \ bi 1 = o 

4 * 4 

che sommata con la (II') moltiplicata per p 2 + - a 3 , dà 

J' , 0*+*‘)+^-a(p*+! o ‘) + c — z “0* ì 

V * , 4 , ’ / , }=•■••(■»'>, 

— ! P0 , ‘+|O*V+- *(p‘+ ^°')+ d ~^ b% ) 

e questa equazione anche appartiene ad un cerchio. 

Se le curve invece di costruirle rispetto ad assi rettangolari si 
riferiscono ad assi obbliqui inclinati sotto un angolo che abbia per 
coseno c ' , e che può essere determinato ad arbitrio , si possono 
fare altre ipotesi : così incendo 

**=£r (U"), 


avremo 


y + ic t xy+—yjr—x+^ r 


e sommando queste equazioni si otterrà 

+ ^ + + *+ ^ =o....(U I"), 


equazione di un cerchio. 

Ne’ casi particolari adunque dovendo costruire un’ equazione di 
quarto grado si potranno adoprare le equazioni (II) , (III) ; le 
(II') , (III'); o le (II") , (III") , e si sceglieranno quelle che danno 
la soluzione più semplice. 

* 
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4a. Per dare un’applicazione delle fomaole precedenti supponia- 
mo che ( Fig. 16 ) date le tre rette AB , m , n , si voglia prolungare 
la AB in M , in modo che il rettangolo di AM in MB sia al qua- 
dralo di m come il quadrato di n sta a quello di MB. Poniamo 
AB = aa, BM = x, avremo 


donde 


(a a+x)x: to’ : : ri 1 : x 2 , 
x 4 + a ax* e= m 2 n 2 : 


per costruire questa equazione , facciamo 

x 2 + ax = ay , 
ed otterremo successivamente 




y 2 + ** + aox — a ay — '■ 


a' 


Quindi condotta pel punto di mezzo 0 della AB la OC perpen- 
dicolare ed uguale ad OB , e BD perpendicolare a CB ed uguale alla 
quarta proporzionale dopo OB , m , n ; le parallele a CO pe’ punti 
ove il cerchio descritto col centro C intervallo CD incontra la pa- 
rabola che passa per O e B , ed ha OB per parametro e 1’ asse pa- 
rallelo ad OC , determinano sulla AB i punti cercati. (*) 

Invece di descrivere la parabola è chiaro che si potrebbe anche 
fare uso dell’ ipcrbola equilatera data dall’ equazione (t) la quale 


(*) Ponendo l' equazione della parabola sotto la forma 

(.+ !«)=«(,+ * a ) 

si vede che condotta FG perpendicolare ad OB pel suo punto di mezzo t e 
presa FI metà di FB , I è il vertice della parabola ed FG 1’ asse ; onde F o* 
è il fuoco, e la parabola è toccata in B dalla BD. 
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ha B per centro e BE = BD per semi-asse trasverso , ovvero che 
ha per asintoti BD , BC e passa per E. 

Il presente problema è stato creduto difficile a risolversi con E ana- 
lisi geometrica mediante l’ intersezione di una parabola ed un cer- 
chio; onde, per evitare una costruzione troppo lunga , è stato sciolto 
descrivendo due iperbole : si vede intanto che la soluzione som- 
ministrataci dall’ algebra è semplicissima , c che il problema si mette 
cosi facilmente in equazione, e questa si costruisce con tale sem- 
plicità , che la proposta quistione può dirsi piuttosto un’ applicazione 
de’ metodi generali che un problema. 

E qui si rifletta che non intendiamo già asserire che forse con 
1’ analisi geometrica non possa ottenersi la medesima soluzione da noi 
ritrovata , poiché chi dicesse che una costruzione ottenuta con 1’ ana- 
lisi algebrica non possa aversi dall’analisi geometrica o viceversa , di- 
rebbe nna mera sciocchezza, e mostrerebbe di non aver compreso 
il nesso scambievole de’ due metodi , essendo oramai notissimo che 
ogni relazione e costruzione geometrica possa esprimersi in linguag- 
gio algebrico; ed al contrario che ogni espressione ed operazione 
algebrica corrisponda ad un teorema geometrico , o ad un’ opera- 
zione grafica. Ma non per questo non dobbiamo riconoscere la su- 
periorità della moderna analisi su quella degli antichi , anche in 
fatto di pura geometria , nel che intendiamo propriamente istituire 
il paragone; giacché, pei grandissimi c rapidissimi progressi (atti , 
la di lei mercé, dalla geometria sublime , e dalle scienze fìsico — 
matematiche, che sono le vere scienze di utilità pratica , detta supe- 
riorità fà di sé indubitata e luminosa mostra. Ed in vero 1’ alge- 
bra , imposto il nome alle grandezze note ed alle incognite , tra- 
ducendo nel suo linguaggio l’ enunciato del problema, perviene su- 
bito e sicuramente ad un’ equazione , che è il veruni concessimi 
generale dell’analisi algebrica, sì perchè le equazioni si sanno risol- 
vere , sì perchè i metodi generali della geometria analitica conducono 
sempre a costruzioni tanto semplici , di quanto il problema n’è suscct- 
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Ubile. Questo è l’andamento generale, sicuro ed uniforme dell’ana- 
lisi moderna nella risoluzione de' problemi. L’ analisi geometrica al- 
1’ opposto, oltre di non avere un principio fìsso da cui prender le 
prime mosse , ha bisogno , con ragionamenti sempre diversi , di ri- 
durre la quistione proposta, ove le riesca , ora ad un problema , ora 
ad un altro del luogo risoluto senza mezzi certi e guida sicura ; oltre di 
che si è obbligalo alle volte di premettere lemmi , o intralciale serie 
di proposizioni , della qual cosa si ha un esempio evidente ne’ libri de- 
gli antichi geometri, i quali non avendo posto mente alla corrispondenza 
reciproca delle operazioni geometriche ed aritmetiche , non seppero 
pervenire giammai a metodi generali; e solo raccolsero quelle pro- 
posizioni nelle quali per sorte , guidati dalla loro analisi, s’ imbattet- 
tero. Era riserbalo al genio immortale di Cartesio di stabilire metodi 
generali in geometria. Del resto le soluzioni algebriche de’ problemi 
geometrici sono preferibili anche in questo, che oltre alle costruzioni 
geometriche, esibiscono ancora i valori numerici delle incognite, 
de’ quali si fa esclusivamente uso nelle applicazioni , per la ragione 
che 1’ esattezza delle operazioni grafiche è limitata dall’ imperfezione 
degl’ istrumenù , laddove il calcolo nelle approssimazioni non rico- 
nosce limin. 

43 . Abbiamo veduto nel n. 41 come si possa costruire in diversi 
modi un’ cquazioue di quarto grado ad un’ ignota con una data pa- 
rabola ed un cerchio, onde completare la costruzione geometrica 
dell* equazioni di quarto grado passiamo ora ad accennare come debba 
procedersi quando si vuole far uso di una data curva del secondo 
grado e di un cerchio. Sia 

x* + ax % + bx 1 + ex -+■ d = o (I) 

l’ equazione proposta , ed 

y * = mx -}- « (II) 

quella della data linea del secondo ordine. Primieramente è da osservarsi 
che l’equazione (I) non sempre può supporsi derivata dall’ eliminazione 
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di y tra l’equazione (II) e quella di un cerchio: di fiuti qualunque 
sia l’ equazione del cerchio sottraendone la (li) si otterrà un’ equa- 
zione della forma 

** + P* + q~ry , 

la quale , combinandola in seguito con la (II) medesima , dà 
a: 4 -f- 2 px* -f- (p 2 + 2 q — r 2 n)x 2 -f- (a pq — rVn) *-{- q 2 =o . . . .(i) 
ed affinchè questa equazione sia identica alla (1) dovrà essere 
a p = a, p 2 -(- a q — r^n — b , ipq — r t m—c ì q 1 — d , 
onde avendosi più equazioni che ignote non sempre potranno de- 
terminarsi le p, q, r in modo che sieno avverate. Si potrebbe però 
osservare che trattandosi di trovare i valori di x riguardati come 
radici di una determinata equazione, possiamo mutare 1’ origine degli 
assi a’ quali è riferita l’ equazione (II) cambiando x in x -f- « , onde 
essa diverrà 

y 2 = (m + a n«) * -f- nx* 4* mx -f- n*% 

senza che vari 1’ equazione (I) perchè verremmo in tal guisa a sup- 
porre che i valori di x sieno dalla nuova origine computati. È 
chiaro in questo caso che invece dell’equazione (t) si avrà 
x*+ipx'+(p' ■\-aq—r , n)x l +[ipq—T*(m+inx)']x-\-ii t — r*(»i*+n»*)= o , 
e quindi , perchè questa sia identica alla proposta , dovrà essere 

. N 

ap—a , p 2 2<7 — r^n—b 
a pq — r*(m-j-ana) = c, q 2 — r‘(m»4' nx 2 )=d. 

Ma quantunque si abbiano ora quattro equazioni fra le quattro 

indeterminate p,q, r, a, e la prima dà p = ^a, pure non pos- 
siamo determinare per mezzo delle altre tre le quantità q, r, *, poi- 
ché trattando queste equazioni si eleva il grado dell’ equazione finale. 

JNon potendo dunque nel caso che è data una curva qualunque 
di secondo gra’do seguire un andamento simile a quello tenuto da- 
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gli tenitori di geometria analitica pel caso della parabola, cerchiamo 
di procedere in un modo analogo a quello che abbiamo esposto nel 
n. 26. Poniamo perciò nell’ equazione (I) x =a fiz, (ì essendo una 
quantità da determinarsi in seguito e z una nuova ignota , ed or- 
dinando rispetto a 2 otterremo 

a b * e d 

24+-zH- ? z’+ ? *-f-,= o: 

or essendo £ un rapporto , facciamo 

u 

2= 7 , 


ed avremo 


«* au* òu* c u . d 
ì* /i 7 •" /s* T ^ 


Ciò posto considerando t, u come le coordinate di un punto 
della curva data , si ha 

«* m 

— = — + n » 

r* t ’ 

e quindi l’equazione precedente si riduce ad 

m' , ama , , a fm. \ u fc /m , \ , c ti , </ 

7 -+ — +»■ + - f ( r +«; 7 + T . ( 7 + »; + ? - + ? = ", 

nella quale essendo ~ ■+■ ^ il coefficiente di ~ , si vede che se 
faremo 

na0 2 + c = o ( 9 ), 

questo termine sparisce , e 1’ equazione liberata da rotti non con- 
tiene in conseguenza il termine in ut, e diviene 


771 


1 + + + ^ + ~y = o, 
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e combinandola con l’equazione , 

u 1 — mt -f- n? , 

è facile il ricavarne un’ equazione appartenerne ad un cerchio. Di- 


fetti se si moltiplica prima quest’ ultima per j-p- 
e poi si somma con la prima , ne risulta 

che esprime un cerchio. (*) 


Essendo z = ~ , ed x = fiz, è chiaro che presa sull’ asse delle 

y una parte uguale a /3 le perpendicolari condotte pel suo estremo 
sulle rette che uniscono l’ origine co’ punti ove il cerchio dell’ equa- 
zione (III) incontra la data curva, determinano sull’asse delle x 
que’ punti che hanno per ascissa i valori di * dati dall’ equazione (I). 
È però da avvertirsi che essendo 1’ equazione (a) di secondo grado 
rispetto a /9 potrebbe dare per (3 valori immaginari , e quindi sem- 
bra che non sia piò applicabile quanto precede. Ma convien riflet- 
tere che dipendendo ciò unicamente da’ segni di a e c, quando 
quello di n è dato, noi possiamo cambiando nell’ equazione (I ) x 
in * + « disporre di a in modo che i coefficienti del secondo , e 
del quarto termine dell’ equazione che ne risulta sieno o nò dello 
stesso segno secondo che n è negativa o positiva. Difetti eseguita 
l’ indicala sostituzione quelli coefficienti saranno rispettivamente 

a -f- 4 * , c 4" aia -f + 4** : 


(*) Se n — — i , questa equazione si riduce ad u* + t* = mt , che esprime 
la stessa curva data ; e dilatò sarebbe impossibile allorché é dato un cerchio 
costruire un'equazione di quarto grado col cerchio dato ed un altro cerchio. 

11 
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or supponendo in primo luogo che i coefficienti a e c sicno am- 
bedue positivi nell’ equazione (I) quando n è positiva, uguagliando 
a zero le quantità trovate qui sopra avremo 

a -f- 4 » = o . . . (3) , c -f“ 2 ba. 4* 5o»* 4* 4** = o. .. (4) 
c quest’ ultima dovrà necessariamente avere una radice , reale e ne- 
gativa ; sia *' il valore assoluto di questa radice, tre casi possono 


darsi o *' è maggiore di ^ } che è il valore di * dedotto dalla prima 
equazione prescindendo dal segno , o uguale , o minore. Nel primo 


caso ponendo 


a . 

- invece 


di 




resterà positivo , e vi sarà un’ altro di * > | in valore assoluto che 

anche lo renderà positivo, mentre riduce il primo membro del- 
1’ equazione (3) ad una quantità negativa. 

Nel secondo caso ponendo * == — ~ , poiché le due equazio- 

4 

ni (3) , ( 4 ) sono avverale, la proposta si riduce ad un’ equazione 
derivativa dal secondo grado ed allora si costruirà con la retta e 


il cerchio. Nel terzo caso finalmente sostituendo — | in luogo di a 

nell’ equazione ( 4 ) si avrà un risultamento negativo , onde vi sarà 

un’altro valore di * < ~ che anche rende il primo membro del- 

P equazione (4) negativo ; mentre resta positiva per questo valore 
la quantità a -f- 4 a- Quindi si vede che esistono sempre de’ valori 
di * , anzi ne è indeterminato il numero , che rendono di segno 
contrario le quantità 

a 4* 4 * , c 4" ai* 4 * 3a* a 4" 4* 5 > 
e riepilogando quanto abbiam detto si vede che per trovarli bisogna 

sostituire nella seconda — ~ invece di », e se si ha un risultamento 
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positivo, si può dare ad a. un valore qualunque maggiore di 


a . 

7 in va- 
4 


loro assoluto e che renda pure positiva quella quantità : che se fatta 
la sostituzione si avesse una quantità negativa , converrebbe adottare 


per « un valore minore di | , fetta sempre astrazione dal segno , 


che somministri pure un risultamento negativo. 

Suppóniamo in secondo luogo che n essendo negativa a e c ab- 
biano segni diversi e sia a positiva e c negativa : l’ equazione (|) 
avrà sempre una radice reale positiva e vi sarà un valore di « che 
ne rende positivo il primo membro , e questo valore che può es- 
sere come è noto una quantità qualunque maggiore del limile delle 
radici positive sarà il valore da darsi ad «. 

Nel caso di n positiva abbiamo supposto che a c c sieno quantità 
positive, e che quando n è negativa sia a positiva, e c negativa; 
è chiaro che se fossero nel primo caso a e c negative , e nel secondo 
a negativa c c positiva , pure avrebbe luogo quanto abbiam detto. 
Finalmente non sarà inutile di avvertire che l’equazione che si ot- 
tiene dopo fetta la sostituzione essendo costruita rispetto agli stessi 
assi a’ quali è riferita l'equazione (11) i valori che si ottengono 
per x devono essere aumentati di a ; ma questa seconda operazione 
si può evitare , poiché riflettendo che in questo caso si viene a 
supporre x — *= fiz, ne sicgue che le perpendicolari condotte 
pel punto « , fi alle rette che uniscono 1* origine co’ punti comuni 
alla curva data e al cerchio che si ritrova fissano sull’ asse delle 
ascisse i valori di x. 


* 


Digitized by Google 



( 84 ) 


PROELEMA XIV. 


44- Condurre per un dato punto D ( Fig. 17 ) una normale DM 
ad una data linea del secondo ordine. 

Si prendano per assi coordinati P asse la: della curva data e la 
tangente applicata in I, e si chiamino et, /3 j I, u le coordinate 
de’ punti D ed M : supponendo che 

y* = 2 mx -f nx 1 

sia 1’ equazione della curva data, 1’ equazione della normale che passa 
pel punto t , u sarà 

y — u — — ( x—t ) , 

J m+nt \ 

e dovendo passare pel punto *, /3 avremo 

(*“*)? 

ovvero 

u ((«+0 f + m — = / 3 (m + nt) . . ..(1) , 

equazione appartenente ad un’ iperbola che incontrando la curva data 
determina il punto M. Essa si costruisce fàcilmente poiché è chiaro 
che ha per asintoti le rette appartenenti alle equazioni 


fin ^ »— m 

n 1 ’ fi4*t 


e passa pel punto che ha per coordinate x , (2 cioè pel punto D ; 
e poiché da’ valori precedenti di t , u si rileva che fi — u — , 

ed a — m — t — , ne siegue che presa AC= m e divise le 

CI , AD ne’ punti E ed R nella ragione di n : 1 le ES , RO sono 


Digitized by Google 


(SS) ' 

gli asintoti. Or indicando con 3 a e 2 b gli assi della curva è noto 

che m = , ed n = i-, secondocbè è ellisse o iperbola, essendo 

poi n — o nel caso della parabola ; quindi n esprime la tangente 
trigonometrica dell’ angolo che la retta condotta dal punto I ad un 

b* 

punto avente per ordinata , e situato sull’ asse coniugato ad 

I* comprende con Ix ; e perciò se IB rappresenta questa retta sarà 
BA : AI : : n : 1 . È noto poi che la LB chiamasi regolatrice , e la 

quantità nm = — parametro della data curva. 

Composizione del problema. 

Condotta dal punto D la DA perpendicolare all’asse Ix e pel 
punto I la regolatrice IB, si prenda AC uguale al semiparametro , 
si dividano le CI, AD nella ragione diBA: AI, csi tirino pe’punti 
di divisione alle AD, Ix le parallele ES, RO. L’ iperbola che passa 
per D ed ha per asintoti le rette OR, OS incontra la curva data 
ne’ punti M. 

È da osservarsi che se la curva data è iperbola le CI, AD de- 
vono dividersi nell’ indicata ragione, se è ellisse essendo n negativa 
devono prendersi i punti 12 ed R sul prolungamento delle IC, DA 
sempre però in modo che le distante che serbano da C , I ; ed A, D 
rispettivamente , sieno fra loro come BA : AI. Nel caso poi della 
parabola essendo n = o cioè confondendosi la IB con 1’ asse Ix, la 
stessa costruzione data ci dimostra che gli asintoti sono 1’ asse Ix e 
la parallela per C alia DA. Pertanto in quest’ultimo caso riducen- 
dosi i’equazioni ( 1 ) ad 

— & ) = m (ì .... (3), 

ed essendo 

* ' • 4 

u 1 — ami .... (3), 
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•i ricava da queste equazioni 

/(/-fm— «) = l -pu ( 4 ), 

la quale sommata con la precedente dà 

— ( « +m)t — |j3« = o, 

equazione spettante ad un cerchio che incontra l’asse delle * nel 
punto che ha per ascissa * + m , e l’ asse delle y nel punto de- 
terminato dall’ ordinata ^ /3. Quindi in questo caso si ha la seguente 

Composizione del problema. 

Condotta pel punto D la DA perpendicolare all’ asse Ix , si prenda 
AC' uguale al semiparametro ed IF uguale alla metà di AD. Il cer- 
chio che ha per diametro C'F incontrando la parabola determina 
il punto M. 

£ da osservarsi che questo cerchio passa pel punto 1 il quale 
non soddislà al problema e difatti esso non è un punto comune 
alle curve espresse per l’ equazioni (a) , (5) : questo punto estra- 
neo alla quistione si è attenuto perchè l’equazione (a) si è molti- 
plicata tutu per u onde ricavarne , combinandola con la (3), l’equa- 
zione ( 4 ); e quindi 1 ’ equazione che si otterrebbe eliminando t dal- 
1’ equazioni (3) e (4) ovvero da quella del cerchio e dalla (3) do- 
vrebbe avere per radice u => 0 , la quale indica il punto L Pertanto 
potendo il cerchio incontrare la parabola in tre altri punti, o in un 
sol punto , ne siegue che da un punto si possono condurre o tre 
normali o una normale ad una data parabola , lo che è pure di- 
mostrato dall’ equazioni (a), (3) dalle quali eliminando t si ottiene 
un'equazione di terzo grado in u che potrà quindi avere o tutte 
e tre le radici reali, 0 una reale e due immaginarie. 

45. Nel caso della parabola abbiam veduto come possa il pro- 


Digitized by Google 


C ®7 ) 

blema risolversi coll’intersezione della data parabola e di un cerchio: 
avendo nel n.° 43 esposto il metodo come costruire una qualunque 
equazione di quarto grado facendo uso di una data curva del se- 
condo grado e di un cerchio , cerchiamo di eliminare una delle 
coordinate t , u dall’ equazione ( 1 ) del n.’ precedente e dall’ equa- 
zione della curva data, e costruire poi 1’ equazione che ne risulta. 
Per eseguire quest’ eliminazione prendiamo dall’ equazione ( 1 ) il va- 
lore di u e sostituendolo nell’ equazione 

a 2 = 3 mi + n . . . ( 1 ), 
che appartiene alla curva data , otterremo 

^’(m + b <)* = (a mi f -f 1 — ap- 

poniamo per brevità 

( n -f- 1 ) 2-f- m — a = x 

ed osservando che a mt-\- nt 3 — ^ ^(m + nt ) 2 — , si avrà 
(x 1 — n /3 2 )(tix m-\- n*Y =m l i)V* 

ovvero 


n'x* + in(m + «»)** 4- — m*(n+i)* — n‘j S* ^ ar*| 

\ / )=nji'(m+n*y. 

— anV*(<n+n*>| 

Paragonando questa equazione con la (I, 43) si vede che biso- 

fili 1 

gna supporre x = i ^ r , difatti sostituendo questo valore di x nel- 
l’ equazione precedente risulta 

+ *»)^T +((»+'»*)*— **("+1 )*— *V )^ t | 


ed essendo in virtù dell’equazione ( 1 ) 

in 

1 “ ~7 


u" im , 
t“ — t 'h 
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sostituendo questo valore , come si è praticato pure nel n. 43 » 
cd ordinando 1 ’ equazione che nc risulta si ottiene 


(n+ 1 2 [( m 4 1 »?* _ 0 

' ' *' mn{n-\- 1) m[n + i) n + t ’ 

che sommata con la (ì) dà 

tt' J + f* _ a(aw»+"»‘— fofo+n») fj> 4”/»* _ fl ^ 

^ m(n + l) m(n + i) n+l * ' ^ ' 


equazione appartenente ad un cerchio : e poiché qui abbiamo 
x—~, ne siegue che le perpendicolari alle rette che uniscono 


l’origine co’ punti ove il cerchio incontra la curva data, condotte 
pel punto dell’ asse delle y che ha per ordinata (3, determinano sul- 
1’ asse delle ascisse i valori di x. Determinati i valori di x si do- 
vrebbero trovare quelli di * e quindi poi passare ad assegnare il 
punto M ; ma si eviterà quest’ operazione osservando che essendo 
x — (n 1 ) t-^- m — a, si ha dall’equazione (ì) del n. precedente 


* i / m+nt 



e quindi essendo, come abbiamo trovato nel n. precedente, 

u 

y u m+nt ' 

l’equazione della normale alla curva condotta pel punto dato , ne 
siegue che le normali cercate sono le perpendicolari condotte pel 
punto dato alle rette che congiungono l’ origine co’ punti comuni 
alla curva data ed al cerchio dell’equazione (a). 

46 . Passiamo ora ad assegnare i determinanti di questo cerchio 
e primieramente si osservi che l’ ordinata del centro essendo espressa 
dalla forinola 

2 ,3( m +w») __ - , m) 

m(n+ 1) m(n + i) ’ 
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se prendiamo DD' = DA. e il punto L in modo che si abbia 
AL : LD' : : m + no: « (a — m ) sarà AL uguale alla detta ordinata; e 
quindi sulla LO dovrà trovarsi il centro del cerchio indicato dall’equa- 
zione (a) : è chiaro poi che presa 1G = m e condotta la GH pa- 
rallela alla regolatrice 1B sarà All = n (a — m) , e quindi la ragione 
di m -J- n a : n ( a — m ) è espressa da quella di IG -J- BA : All. Inol- 
tre l’ascissa del centro, come dall’ equazione (a) rilevasi è espressa da 


m*+«*(3* , „(«— m)*-|-n*3* 

— ; — = a# — m 4- - — ' - r : 

m(n + i) m(n + i) 

quindi essendosi già costruita l’ espressione che è la LD' , 

ci riuscirà fàcile a costruire la formola ' l (* m ) i 3 osservando 

m ( B + I ) 

2 $ 

che il rapporto che serba ad essa la LD' è indicato da - — 


a. — m- 


, n a» 

e che perciò presa GP , e tirata la retta PD'Q nc risulta 


lo = ”(—”)* . 

m(n + l) 


e conseguentemente portando la GA da Q iu 0* 


sarà O' il centro del cerchio dato dall’ equazione (a). Quanto al 
modo di determinare la GP si rifletterà che abbassala dal punto D 
la Dò perpendicolare ad IB si ottiene Ab = nj3 , e quindi 


GP = 


AA.AD 

AG 


. Finalmente determinato il centro del cerchio che dob- 


biamo costruire ne rimane solunto ad assegnare il raggio , percui ram- 
menteremo che in un’ equazione ordinau appartenente ad un cerchio, 
il raggio è espresso dalla radice quadrau della quantità che si ot- 
tiene unendo il termine noto preso col segno cambiato a’ quadrati 
delle metà de’ coefficienti di. x, y a primo grado, che indicano 

13 
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1’ ascissa e 1’ ordinata dot centro. Quindi essendo 0' il centro del 


cerchio, il raggio sarà uguale a \JlV‘ 

nc segue che condotta la IT perpendicolare ad IO' ed ugnale alla 
retta il cui quadrato sta a quello della AD* come BA : BA + AI, 
sarà O'T il raggio summentovalo. 

Composizione del problema. 


Condotta sull’asse Ir la perpendicolare DA si prenda DD' uguale 
a DA , IG uguale al semiparametro , e si guidino alla regola- 
trice IB la parallela GII e la perpendicolare D b ; indi trovato il 
punto L in modo che sia AL : LD' : : IG + BA : AH , e GP 
quarta proporzionale dopo AG, A b , AD si tiri la PD' che in- 
contri in Q la LO' parallela ad Ir, si porti la GA da Q in 0' e 
si tagli sulla perpendicolare ad IO' condotta per I la IT in modo 
che il quadralo di essa serbi al quadrato di AD' la ragione di 
BA : BA + AI. 

Le perpendicolari condotte pel punto D alle rette che uniscono 
il punto I co’ punti ove il cerchio descritto col centro 0' c rag- 
gio O'T incontra la curva data saranno le normali cercate. 

47 . £ da avvertirsi che la costruzione eseguita sulla figura, avendo 
supposta n positiva , si rapporta all’ iperbola : nel caso dell’ ellisse 
il punto L deve prendersi dalla parte D'A avvertendo però che 
le sue distanze da A c D' sieno nel rapporto di IG — BA : AH , 
la GP deve tagliarsi da G verso x e il quadrato del raggio è 
uguale alla differenza de’ quadrali di IO' ed IT, prendendo però 
la IT iu modo che il quadrato fatto su di essa sta a quello di 
AD' come AB : IA — AB. Ma se AB fòsse maggiore di . Ài sarebbe 
pure il quadrata del raggio uguale alla somma de’ quadrati di ’ 
IO' ed IT, dunque poiché nell’ellisse quando si prende basse» inoro' 


. Dìgitized by Google 



( 9 l ) 

per asse dei le x si ha n > 1 in valore assoluto , ne segue che giova 
prendere quando la curva data è ellisse l’asse minore per asse delle 
ascisse , perchè determinata la IT come poc’ anzi abbia in detto , O'T 
esprimerà il raggio del cerchio. Pertanto da ciò che precede se nc 
deduce che 

L,e perpendicolari condotte per uno de 3 vertici di una curva del 
secondo grado alle normali alla curva medesima che passano per 
uno stesso punto , incontrano la curva data in punti situati sulla 
periferia di un cerchio. 

Questo teorema per la parabola , non ha bisogno di essere dimo- 
strato quando si avverta che soltanto tre normali di una parabola 
possono passare per uno stesso punto. La costruzione che abbiamo 
ora esposta si applica anche al caso della parabola facendo n = o } 
e quindi si vede che il cerchio passa pel punto I c che le coor- 
dinate del centro sono az — m , 2/3, onde potremo avere un’ altra 
soluzione pel caso della parabola; ma quella data nel n. 44 è più 
elegante. Così del pari se /3—o P equazione ( a , 45 ) si riduce ad 


u» ,^2 2(™x+ n *‘- m ‘) o 

m(n-pi) 

e quindi si vede che il cerchio passa pel punto I , c il centro che 
esiste sull’ asse Ix, è determinalo dall’ ascissa 

imi+ni* — m l n(» — ;«)’ 

= 8» — 771 -f- — — r. 

m(n-f-i) m(d+i) 

Ma in questo caso è più elegante la soluzione che ci dà l’equa- 
zione (ì , 44) > 1^ quale riduccndosi ad 




ovvero 


u — a , t — 


jt-fcz 
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ci dimostra che due delle normali che possono condursi pel punto A 
si confondono con 1 ’ asse I*, e le altre due sono le Ao , A e'. 

48. Nel n. 44 abbiamo veduto che la curva la quale intersecando la 
parabola determinava il punto M era una iperbola , e poiché que- 
sta incontrava la parabola in tre punti abbiamo determinato il cer- 
chio che passava per questi punti e P abbiamo costruito invece di 
quell’ iperbola. Polendo avvenire spesso che due curve di secondo 
grado s’ incontrino in tre punti , o anche in quattro ma situati sulla 
periferia di un cerchio, non sarà inutile di ricercare quale è la con- 
dizione ondo i punti comuni a due curve di secondo gradò esi- 
stano sulla circonferenza di un cerchio , e di determinare questo 
cerchio in caso che una tal condizione si verifichi. 

Sieno 

ay*+ bxy ex 1 -f- dy -f- ex -f- f— o 
a'y ì b'xy -f- c'x* d'y -f- e'x -f -f = o 
le equazioni delle curve date ed 

y 1 -f- x* — 3 par — aqy -+• p 1 -+■ q 1 — r* =0 
1 ’ equazione del cerchio che passa pe’ punti comuni alle due cur- 
ve. Si moltiplichi quest’ equazione successivamente per a, a' e si 
sottragga dalle due date equazioni , avremo 

bxy + (c— o) *’ + {d + iqà) y + (« + npa,)x +f — a(p * + q' — r* ) =0 
b’xy + (c’—a'ì x' + (<£+ iqd)y - f (e' +*pa')x +f — a! (p' + q' — r*)=o; 

le quali apparterranno a due iperbole che anche passano pe’ quat- 
tro punti suddetti : ma in queste equazioni non vi sono che quat- 
tro costanti dunque esse devono essere identiche c perciò si avrà 
c — a d—o! d-\-iqa cf •\-iqaf 

~r ~ ~ir~ ’ / ~ b ~~~ v~ 

e+ipa d+yxP +q'—r') f—a'(j> t +q‘—r t ) 

b ~~ b' ’ b ~~ b' 

Di queste equazioui la prima esprime la condizione onde le curve 
date s’ incontrino in punti esistenti sulla periferia di un cerchio , 
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le ahre tre poi assegnano rispettivamente le quantità q , p , r cipè 
1’ ordinala , 1* ascissa del centro , ed il raggio , ed è da notarsi che 
i valori di p , q si ricavano da equazioni di primo grado. L’ accen- 
nata equazione di condizione se b = o ci dà b' = o ( non volendo 
supporre c = a cioè che una delle curve date sia un cerchio ); 
onde ci dimostra che 

Se due curve di secondo grado hanno gli assi paralleli s’ in- 
contrano in punti situati sulla periferia di un cerchio e vice- 
versa. 

È da avvertirsi che le due equazioni trovate più sopra appar- 
tenenti a due iperbole devono essere identiche quando le due curve 
date s’ incontrano in quattro punti ; perchè allora il cerchio ha di 
comune con le curve date soltanto questi stessi punti ; c quindi 
quelle equazioni che le abbiamo dedotte combinando 1’ equazione 
del cerchio con ciascuna delle date equazioni appartenendo a due 
curve che passano ambedue per que’ quattro punti , per le ragioni 
dianzi esposte non possono essere diverse. Ma quando le curve date 
s’incontrano in tre punti allora come un cerchio incontra una curva 
del secondo grado sempre in quattro punti , ne segue che il cerchio 
passa pe’ tre punti comuni alle curve date , ma incontra poi cia- 
scuna in un altro punto diverso , onde le precitate equa zioni in- 
dicando due curve che hanno soltanto tre punti di comune non è 
necessario che sieno identiche. Quindi il caso in cui le due curve 
date s’ intersecano in tre punti non può ricavarsi da quanto prece- 
de , e perciò passeremo ad occupparci di esso separatamente. 

Esaminiamo in primo luogo quale è la condizione onde le curve 
date s J incontrino in tre punti ; questa si ha i mmediatamente os- 
servando che in questo caso eliminando y dalle loro equazioni' deve 
ottenersi un’ equazione di terzo grado in * , e perciò fatta l’ elimi- 
nazione ed uguagliando a zero il coeiliciente di x* , si avrà l’equa- 
zione « • ! 

a^a'c—ac') 1 — b(a'c—acf)(a‘b — ab') + c(a'b — ab') 1 = o , 
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ovvero 

( afe — «e') 1 — (a'b — ab')(b'c — be ' ) = o 
che esprime la condizione cercata. Ciò posto per semplicità di cal- 
colo osserviamo che polendo noi uguagliare nelle equazioni date i 
coeflicienti di y 3 e poi sottrarre rispettivamente 1’ una dall’ al- 
tra potremo avere sempre due equazioni tali che in una manchi 
il termine in y 3 , e nell’ altra il termine in x 3 ; cioè della forma 

ay 1 + bxy + dy + ex / = o (l) 

c'x* + Uxy cPy + e' x +f =o.... (a) ; 
onde facendo a! — c = o nell’ equazione di condizione trovata qui 
sopra , essa si riduce ad 

ac' — bb' = o. . .... (3). 

Or se moltiplichiamo 1’ equazione (ì) per * * -f- j3 , la (a) per 
y P 1 c sommiamo i due risultamenti , otterremo 

«*ay*+ l>x X y+ afy'+d*xj + e*x' +rify + e ?x + 

+ li'*'xy , +c , ji'x'y+d'* , j'+bpxy q-r' | 3'x* +f*'y + /«+ 

+d»'xy +d l py+e l fi'x 

+W*y 

ed uguagliando a zero i coefficienti de’ termini in xy 3 , x 3 y , xy ; 
cd il coefficiente di y 3 a quello di x 3 , avremo 
ax-\-b'x'— o , bx-\-c’x' =o 

dx- f- ò/9-f-eV -\-b‘^' = o , a(ì-\yd' x' =ex-\-c’ [ì ' , 

c* l’equazione precedente si ridurrà ad 

(^+dU'){y>+x')+W+a^+f'x')y+^d ? '+f t )x+/^+f ? ' =«, , 
cd appartiene ad un cerchio, e come essa è stala dedotta combi- 
nando insieme le equazioni delle due curve date , passerà pe’ tre 
punti che sono ad esse eotnuni. È però da osservarsi che avendo 
moltiplicate le equazioni (ì), (a) rispettivamente per xx -f- fi , x'y~jrP', 
questo cerchio passa non solo pe’ punti comuni alle curve date ma 
pe’ punti ove s’intersecano le linee indicate dall’ equazioni che in 
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tal guisa si ottengono. Or moltiplicando l’ equazione (1) per **+& 
quella che ne risulta sarà verificata dall’ ipotesi x = — - , c per- 

X 


ciò la linea che rappresenta passa anche per quel punto della curva 
data dall’equazione (a) che ha per ascissa * = — -, c in que- 
sto punto estraneo alla quistione il cerchio incontrerà pure la curva 
dell’ equazione (a) : ciò apparisce chiaramente se si rifletta che 
moltiplicando 1 ’ equazione (t) per a, x fi si ottiene un’equa- 
zione che appartiene alla curva data , ed alla retta espressa 

dall’ equazione x = — Del pari è evidente che il cerchio incon- 
tra l’ altra curva data negli stessi tre punti suddetti ed in un punto 

al 

determinato dall’ ordinata^ = — ~ ; onde quando si fa uso del cer- 
chio e di una delle curve date viene ad ottenersi dalla loro in- 
tersezione un punto che non soddisfa alla quistione che si consi- 
sterà , ed avendone determinata 1 ’ ascissa , o 1’ ordinata , si distin- 
guerà immediatamente. Nè ciò si potrebbe evitare perchè abbiamo 
già detto che un cerchio incontra una curva del secondo grado sem- 
pre in quattro punti. 

Nell’equazione che abbiamo ritrovata pel cerchio cercalo entrano 
le quantità oc, fi , a! , fi 1 cito si determinano per mezzo delle equa- 
zioni di condizione stabilite più sopra. Di queste le due prime danno 

t =3 — — , = — 7, donde si ricava ac'=ò6' che è appunto la 

condizione trovata perchè le due curve s’ incontrino in tre punti. 


Determinato intanto il rapporto ~ le altre due equazioni danno 


£ 

’ *'» 


e come 1 ’ equazione del cerchio dividendola per *' contiene 
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appunto le quantità 


a 

r# > 


? ? 


„ < > 


in essa tutti i coefficienti 


espressi per quantità date. (*) 

Fermiamoci al caso in cui 0 = 0 , allora 1’ equazione (3) dà b'=*a, 
e supponendo b — c' = 1 le equazioni date saranno 

*y + ày + ex +/= o (I) 

x 1 -J- d'y + e'x+y , = o. . ... .(II), 

e le equazioni tra », /3 , *' , diverranno 

a -{- *'=i o, fi 4 - da-f- eV == o , /3' = dV — e* 
dalle quali si ricava 


» 



1, £=d-V, 7, =<* + *, 


onde 1’ equazione del cerchio si riduce ad 

>•+*•+ + e ^r)*+f éf =° • -( IlI )> 


ed il punto estraneo alla quistione ove la curva dell’equazione (I) 
è incontrato dal cerchio ha per ordinata = — (d'+e) , e quin- 
di , come dall’ equazione (I) si rileva, perascissa x = ^— 
Similmente allorché si (a uso dell’equazione (II) si ottiene un punto 
che lia per ascissa x — d — e 1 , e per ordinata^ = — f+dfjl— Q c jj e 

in generale non soddisfa alla quistione che ne riguarda. La deter- 
minazione di questi punti oltre che è necessaria per distinguere 


(*) È chiaro che potevamo moltiplicare una delle equaaioni per y + j s / , e cosi 
avendo quattro equazioni tra le quantità » , /J , j? ti avea la trovata equazione 
di condizione , e si determinavano tutte le quantità rimanenti. Ma il calcolo 
«seguito è più simmetrico. 
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quali sono i punti che risolvono il problema particolare che si con- 
sidera , possono utilmente servire per la costruzione dell’ equazio- 
ne (III) appartenente al cerchio , poiché , ove riesca difficile P as- 
segnare il raggio, determinato il centro ed un punto si può de- 
scrivere il cerchio , ed in generale secondo le circostanze partico- 
lari si potrà profittare delle osservazioni fatte per giungere ad ele- 
ganti costruzioni. 

4g. Le equazioni trovate nel n. precedente danno la costruzione ge- 
nerale e diretta delle equazioni di terzo grado ad un’ ignota per 
mezzo di una curva di secondo grado , e di un cerchio : infatti sia 

a: 5 + ax * + A* + c =s o . . . . (I) 

un’ equazione qualunque di terzo grado. Facciamo 

**=py — (U)> 

c combinando questa equazione con la precedente si otterrà 

pxy + apy + b x -f c = o (III) , 

e quindi paragonando queste ultime equazioni con le (I), (II) del 
n. precedente si vedrà che l’equazione (III) si riduce ad 

< y a + *’+(^ — p y )y— ‘ / '~ x ~~,= o (iv), (*) 

ed indica il cerchio che intersecando o la parabola dell’ equazio- 
ne (II) , o l’ ipcrbola data dall’ equazione (III) determina i punti 
che hanno per ascissa le diverse radici dell’ equazione (I). Si osser- 
verà pertanto che il cerchio incontra la parabola nel punto deter- 

^4 

minato dalle coordinate a , —, e l’ ipcrbola nel punto che ha per 


(*) Questa equazione si ricava facilmente moltiplicando 1' equazione (III) per 
— — , ponendo py invece di x ' , e poi sommandola con la (II). 

i5 


\ 
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coordinate —p~ — a > P ‘ — ® questi sono quc’ punti che non 

soddisfanno alla quistione. 

Se invece di supporre x? = py , poniamo 

x a + ax=py.... (IP) 

si ottiene dalla (I) 

psy -f- bx -f- c~ o . . . . (IIP) , 
e quindi 1’ equazione (III) del n. precedente diverrà 

** + j' 2 +(«+-!)* + (£— p)y+j; = o.:. (IV'), 

ed esprime un cerchio che incontra la parabola dell’equazione (IP) 
ne’ tre punti che hanno per ascisse i valori di x dati dall’equa- 
zione (I) ed in un altro punto che ha per coordinate x = — a,y=oj 
c l’iperbola dell’equazione (IIP) negli stessi tre punti ed in un 

c . b 

altro determinato dall’ascissa x — , e dall’ ordinata y=p— 

P P 

Similmente facendo altre supposizioni si avrebbero diverse equa- 
zioni che somministrerebbero altre costruzioni dell’ equazione pro- 
posta: in generale si vede che per costruire una qualunque equa- 
zione di terzo grado ad un’ ignota bisogna stabilire fra quest’ignota 
ed un’ altra un’ equazione di secondo grado in modo che , com- 
binandola con la proposta si abbia un’ altra equazione di secondo 
grado a due ignote. Questa equazione , poiché unita all’ equazione 
che si è stabilita deve dare sempre la proposta che è di terzo gra- 
do, apparterrà ad una curva che interseca la linea rappresentata da 
quell’ equazione in tre punti , e quindi si può ad una di esse sosti- 
tuire un cerchio. 

5o. Allorché si vaglia costruire 1’ equazione data di terzo grado 
ad un’ ignota con una data curva del secondo grado, si potrà pro- 
cedere in un modo analogo a quello esposto nel n. t£>. Sia 
x s -j- ox 1 + & x + c = o . . . . (I) , 
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1’ equazione data da costruirsi , ed 

y 1 = mx -(- nx 1 (II) 

quella della curva data. Si ponga x — fi~ nell’ equazione (I) e si 
otterrà 

u 5 | a u* | b tt . c 

7"*'fs7 , + ,F7'‘ jj s °‘ 

quindi poiché supponendo che t, u sieno le coordinate di un punto 
della curva data si ha 

u* m . 

H n, 

t* t 

avremo 

u/m \ a/m . \ , b u c 

7 (t+ ”) + A7 + n )+ 7* T + ? = 

e mettendo il coefficiente di ^ uguale a zero , cioè 

« + = o (0, 

P 

quest’ equazione si ridurrà ad 

^ an + -j-amt -f- =o, 

la quale unita all’ equazione 

u 1 = mi + nt 1 , 

da l’ equazione 

(Ili), 

che appartiene ad un cerchio. È chiaro poi che le perpendicolari 
condotte pel punto dell’asse delle y che ha per ordinata j3 alle rette 
che uniscono l’origine co’ punti ove il cerchio dell’ equazione (III) 
incontra la curva data fissano sull’ asse delle x que’ punti che hanno 
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per ascissa i valori di x indicati dall 1 equazione (I). Qui pure è da 
avvertirsi che l’equazione ( 1 ) essendo di secondo grado potrebbe 
dare /3 immaginaria, e poiché ciò dipende da’ segni di 6 ed n, si 
osserverà che cambiando x in x-j-ot nell’ equazione (I) il coefficiente 
di x a primo grado sarà 

3* 1 3a* b , 

onde se » è negativa vi sarà sempre un valore di a che rende 
questa quantità positiva ; se poi n c positiva si dovrebbe cercare un 
valore di a che riduce ad una quantità negativa quell’ espressione; 
ma ciò come è noto non sempre può eseguirsi, difatti se l’equa- 
zione 

3 -f- Mix -f- b — o 


dà per % valori immaginari, qualunque valore possa adottarsi per 
« sempre positiva rimane la quantità 3* 1 -f- Mix -}- b. Quindi ciò 
che precede può generalmente applicarsi solo allorché n è negativa 
cioè che la curva data è ellisse. Cerchiamo dunque di trovare al- 
tre equazioni che possansi usare in tutti i casi : taccia ino nell’ equa- 

di 

zionc (I) jr = — , ed otterremo 


Cjt—bfi’L + of ?-/3‘=o 


ed essendo 


. avremo 


u m 

— ; = — h n , 

t % t ' y 

» 

c ~(j + «) — b ? (7 + + a 0*7 — F — 


e l’ equazione che uguaglia a zero il coefficiente di j sarà 


era + = o (a) , 
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onde la precedente si riduce a 

/3 ( nò -f- /3 1 ) t 2 -J- m b[i t — cmu = o, 


e combinandola con l’equazione 


u 2 = mt + ni 1 , 
se ne deduce l’ equazione 


" +t + nbW' ^+n { 

3t 

che dinota un cerchio. Avendo intanto supposto * = — — si rile- 


va che le parallele tirate dal punto dell’ asse delle y che ha per 
ordinata /3 alle rette condotte dall’ origine a’ punti ne’ quali il 
cerchio dell’ equazione (III') interseca la curva determinano sull’asse 
delle ascisse i valori di * che soddisfanno all’ equazione (I). Pertanto 


in questo caso 1’ equazione (a) anche dà /3 immaginaria se — non è 

una quantità negativa; ma dipendendo ciy da’ segni di a,c si os- 
servi che cambiando * in x -f> * nell’ equazione (I) il codìciente del 
secondo termine e il termine noto divengono rispettivamente 


3 * -f- a , * s -f- a* 1 + 5* -J- c , 

e quindi per ciò che si è detto nel citato n. 40 ne risulta che possiamo 
sempre dare ad * tal valore che queste quantità sieno dello stesso 
segno o di segno contrario secondochè n ò negativa , o positiva , onde 
la soluzione somministrata dall’equazione (IIP) è sempre applicabi- 
le. È evidente poi che in tal caso le parallele alle rette che con- 
giungono l’ origine co’ punti comuni alla curva data ed al cerchio 
espresso dall’ equazione (IIP) devono condursi pel punto determi- 
nato dalle coordinate *, (3. 

Abbiamo veduto che 1’ equazione (III) può sempre usarsi quando 
è data un’ ellisse , e che nel caso dell’ iperbola non è sempre ap- 
plicabile. Ma in questo caso , non volendo fare uso dell’ equazio- 
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ne (III') , si osservi che possiamo prendere 1 ’ equazione dell’ iper- 
bola riferita agli asintoti ohe essendo della forma 

xy = d* ( 3 ) 

combinandola con la (I) si ottiene 1’ equazione 
x 1 + ax+ £,y + b = o...( 4) , 

e l’ equazioni ( 3 ) , (4) appartenendo a due curve del secondo grado 
che s’intersecano in tre punti possiamo assegnare il cerchio che 
passa per essi. Pertanto essendo qui gli assi obbliqui non possiamo ser- 
virci dell’equazioni stabilite nel n. 48 ma procedendo in un modo con- 
simile si potrà trovare facilmente l’equazione del cerchio cercato. 
Difatti sia c' il coseno dell’ angolo compreso dagli asintoti , si mol- 
tiplichi 1 ’ equazione ( 3 ) per x-J- et' , e la (4) per xy -f- /? , e som- 
mando le equazioni che ne risultano otterremo 

*x 7 y + axay + c Jy + p x * + bay — <P x — *' d 1 

+ x> + x' xy + f£y+ fi ax+bp 

e ponendo 

a -f i=s=o,o* + (*' =3 & P , j, = p, 

1’ equazione precedente si riduce a 

P(y* + ac'xy-J-x 1 ) ~)y + {ap~d I )x-j r bp — a.'(P = o 

ed esprime un cerchio. Le parallele all’ asintoto che si è preso per 
asse delle y condotte pe’ punti comuni a questo cerchio e l’ iper- 
Lola , determinano sull’ altro asintoto i valori cercati di x. Ab- 
biamo esposte queste diverse maniere di costruire un’ equazione 
di terzo grado con una data curva onde mostrare i diversi anda- 
menti che debbonsi seguire per ottenere varie soluzioni e scegliere 
poi la più elegante. Il calcolo eseguito pel caso dell’ iperbole ci 
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dimostra pure come debbansi modificare le forinole del n. 48 quando 
gli assi sono obbliqui: ed è chiaro che invece di uguagliare a zero 
il coefficiente di xy nell’ equazione che si ottiene dopo aver molti- 
plicate le proposte per 3. x (3 , a' y+p' , bisogna porlo uguale 
al coefficiente di y 1 moltiplicato pel doppio coseno dell’ angolo 
compreso dagli assi. Del resto quando è data un’ equazione di terzo 
grado ad un’ ignota si può moltiplicarla per ac-f-oc, a essendo una 
quantità arbitraria , c cosi ridurla al quarto grado e poi si possono 
ad essa applicare le forinole stabilite nel n. 45. Così moltiplicando 
l’ equazione (I) per x -f- * , si ottiene 

x 4 -f- (a-j-«)x’ -f- (& ■+• a *)x 7 + (c+ ba.)x-\~ c a. — o , 

e qui essendo a arbitraria possiamo disporne in modo che l’equa- 
zione (a , 45) che nel nostro caso diviene 

n(a + -f- c -f- b « = o 

sia sempre soddisfatta senza aver bisogno di cambiare poi la x : 
anzi quest’ equazione risoluta rispetto ad & dà 

c+/ia,3’ 

* b+nf ». 

e resta poi /3 arbitraria , e se ne potrà disporre in modo che si 
semplieizzi per quanto si possa 1 ’ equazione del cerchio che ne ri- 
sulta. Ne’ casi particolari adunque se non è data alcuna curva , o 
è data una parabola converrà fare uso dell’ equazioni stabilite nel 
n. precedente, ovvero del metodo esposto alla fine di un tal para- 
grafo: che per ottenere costruzioni eleganti sempre bisogna osservare 
la forma particolare delle equazioni che si devono costruire. Quando 
poi è data una curva, e questa è ellisse o iperbola si potranno applicare 
le foratole stabilite in questo n. scegliendo quelle che meglio si 
prestano alle circostanze particolari. 

5i. Per dare un’ applicazione di ciò che abbiam detto ne’ due 
n. precedenti supponiamo che date le tre rette (Fig. 16 ) AB, rn, n, 
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si voglia trovare sulla AB un punto M' in modo che sia il qua- 
dralo di AM' al quadralo di m come n sta ad M'B. Poniamo 
AB = a, AM' = x, ed avremo 


donde 


x 1 : m 1 : : n : a — x , 


x 1 (x — a ) -j - m* n—o (I). 

Quindi paragonando quest’ equazione con la (1 , 49 ) si vede che 
le equazioni (II) , (III) , (IV) del medesimo numero divengono 
rispettivamente 


* =py- 

pxy — apy -f- m % n—o. . 

1 1 7 /«’ 1 1 m%n 1 am ' n 

y - + x + p y + _* + _ =0 . . 


(a) 

( 3 ) 

(4) , 


Qui essendo p arbitrarla possiamo supporre p = m , onde le equa- 
zioni (3) , ( 4 ) si riducono ad 

y(x — a) -f- mn — o 

y' + x 1 — ^ -+■ m ^y -f nx + an = o : 


e si otterrebbe da queste equazioni una facile composizione del 
problema , poiché le coordinate del centro essendo indicate da 



e dovendo passare pel punto che ha per 


coordinate a — n , m ( che è il punto ove incontra l’ iperbola ) si 
determina immediatamente il cerchio. Se si vuol fare uso della pa- 
rabola essa è già determinata poiché ha il punto A per vertice, m 
per parametro e per asse la perpendicolare ad AB condotta per A. 
Se vogliamo servirci dell’ iperbola si rifletta che essa ha per asin- 
toti AB c la perpendicolare condotta ad essa pel punto B , e passa 
pel punto già assegnato che ha per coordinate a — n , m. Una so- 
luzione più semplice si ricava dall’ equazioni (II'), (HI'), (IV') del 
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citalo n. 4g le quali , supponendo pure p — m , divengono 
x* — ax — my ....... (a') 

x y-\-mn-= (3') 

Y 1 +*’ — (a — rì)x — my — an = = (4')- 


Questo cerchio si costruisce facilmente poiché esso incontra l’ iper- 
bola nel punto che ha, per coordinate — ri , m ; e perciò presa 
AG = n , GH = m passa per H, incontra la parabola nel punto 
£he ha per ascissa a e l’ ordinata y =o , cioè nel punto B , passa 
pure pel punto G , perchè 1’ equazione (4') ponendo^ = o , oltre 
di x=adà pure x= — n ; dunque esso è il cerchio che ha per 
diametro HB. Se si vuole descrivere l’iperbola essa ha per asintoti 
AB e la perpendicolare elevata ad essa pel punto A , e passa per H 
Se si vuole fare uso della parabola si osserverà che essa ha per pa- 
rametro m , per asse la perpendicolare ad AB tirata pel suo punto 
di mezzo, e passa per A e B. 

Pertanto se dall’ equazione (4') si sottrae la (s') ne risulta 
y = — n(x— a) 

equazione appartenente ad una parabola che ha B per vertice BA 
per asse e per parametro la data retta n. 

Composizione del problema. 

Presa AG uguale ad n si tagli sulla GH perpendicolare a GB 
la GH. uguale ad m. Le parallele a GII pe’ punti comuni al cer- 
chio che ha per diametro HB ed alla parabola che ha B per ver- 
tice , BA per asse , e il parametro uguale ad AG determinano 
sulla AB i punti cercati. 

Invece della parabola si potrebbe pure descrivere come abbiamo 
già detto 1’ iperbola che passa per H tra gli asintoti AG, AR- 

La distanza che passa fra due punti dovendo esser sempre presa 
col segno ^ si vede che dovevamo porre M'B = (a — x ) , 

14 
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il segno — avendo luogo quando il punto M' cade sul prolunga- 
mento della AB. Quindi nell’ equazione (1) dovremo prendere an-*< 
che la n col segno Jr ; e perciò nel caso che si adotta il segno — , 
cioè che si cerca determinare il punto- situato sul prolungamento 
delia AB tale che il quadrato della distanza che serba da A sia 
al quadrato di m come n sta al quadrato della distanza da B , 
bisognerà portare la AG da A verso B e la parabola avrà per asse 
la Bx ossia si volgerà in senso contrario. Quindi pare che volendo 
risolvere il problema in tutta la sua estensione si debbano descri- 
vere due parabole ; ma osservando che le parabole sono uguali e 
disposte in senso contrario , ne segue che presa BA' uguale a 
BA , A' G' — AG, G' H' = GH, la perpendicolare ad AB pel 
punto ove il cerchio che ha H'B per diametro incontra la para- 
bola descritta coll’ asse BA , determina un punto Pi' clic è situato 
rispetto al punto A' come lo è il punto cercato relativamente al 
punto A ; e perciò presa AN = A'N' sarà N questo punto. 

È da avvertirsi che l’equazione (1) allorché si prende n col 
segno -f- ha sempre una radice reale negativa ; le altre due 
poi possono essere reali o immaginarie secondochè si ottiene 

/ / l 

nfn < ~ a 'ì m * n e sono uguali quando mfn = — a*. Quin- 

di perchè possa dividersi la retta AB nel modo richiesto dall’enun- 


ciato del problema non deve essere m 2 n > — a' : e difatti è noto che 

£ 

la funzione x*(a — x) è un massimo quando x — ^ a, c diviene appunto 


— a 5 . Quando poi nell’ equazione (t) si prende «col segno — essa 

ammette sempre una radice reale positiva e le altre due sono im- 
maginarie. Tutto ciò risulta dalle note proprietà generali delle equa- 
zioni , e dalle forinole relative all’ equazioni di terzo grado. Final- 
mente osserveremo che abbiamo risoluto il presente problema coll’in- 
tersezione di un cerchio e di una parabola , o di un’ iperbola : se 
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si volesse fare uso dell’ ellisse si potrebbe rìfleuere che sommando 
l’ equazioni (2'), (40 risulta un’equazione appartenerne all’ellisse, 
ma la soluzione che per tal guisa si otterrebbe sarebbe meno ele- 
gante di quella che si ottiene dall’ iperbola o dalla parabola. 

PROBLEMA XV. 


52 . Trovare sulla periferia del dato cerchio EFM (Fig. 18) 
un punto M in modo che unito co’ punti dati A e B sieno in 
data ragione le corde ME , MF. 

Si prenda per asse delle ascisse la CA , e il centro C per ori- 
gine ; e si chiamino *, t, u le coordinale de’ punti B, M; oc' 
1 ’ ascissa del punto A , ed r il raggio del cerchio. Le equazioni del 
cerchio e delle due rette MA , MB , saranno 

y'+x'=T* (l) ' 

y —u = -~ì( (2) 

y — « = <)••• ( 3 )- 


Ciò posto per determinare le corde ME, MF bisogna cercare le 
coordinate de’ punti E , F lo che si ottiene combinando 1 ’ equa- 
zione (1), con le (3), ( 3 ): si elimini perciò la y dalle equa- 
zioni (1) , ( 5 ) cd otterremo 


(u _ /3r ( x _^y + (,_ 9) v=r’(*-«r, 

le radici della quale sono le ascisse de’ punti M , ed F. Ed es- 
sendo — — 6’ il cocfliciente del secondo termine di questa 

equazione ordinata , e / 1 ’ ascissa del punto M , quella del punto F 
sari» indicata dalla formola — ,j) — f . on( j e come 
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apparisce dall’ equazione (3), abbiamo 


MF =2 

ove * è 1’ ascissa del punto F , sarà 

MF 1 0 a( fa+«<— i r») 

V(“ — /*)'+(< — *)* V '■’+** +(!*—»*<— ’ 

osservando che «* -f- i 1 = r*. Ponendo ora in quest’ espressione 
(3=o, a — * f , otterremo 

MK= — 

Vr’+*'*— 2**1 


e quindi indicando con ” la data ragione si avrà 

«•(*'/ — r*)*(r’+a’+^' — a*/ — a 1 Su)=3n’(r* — «r— /Ju)*(r* +* M — 1 *'<)■ •• (4)- 

Questa equazione in generale appartiene ad una curva di terzo 
grado ; ma supponendo ot 1 -f- (3 2 =r 2 cioè che il punto B (Fig. 19 ) 
sia sulla circonferenza del dato cerchio , essa rendendosi divisibile per 
r 1 — */ — /3m , si riduce a 

m 2 (*'t—7 ? y=m‘(r‘—<U—puXr > +*' :i —*SQ • - • (5) , 

e dinota quindi un’ iperbola , che ha per un asintoto la retta espressa 
dall’ equazione 

r*-J-*'* — a a!t = o ; 

, r* . ’ . 

cioè presa CD = — , la perpendicolare ad AD pel suo punto di 

mezzo. Per determinare 1’ altro asintoto conviene , come abbiam 
detto nel n. 6 , decomporre in fattori i termini di secondo grado r 
e perciò poniamo l’equazione (5) sotto la forma 

s (*'i — r' 1 )Qi’(x't — /• 2 )+/n’(r’— ai — (3u)^ =m 2 (tx n — r’Xr 1 — a t — (3it) y 
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donde si vede che l’ altro asintoto è parallelo alla retta indicata dal- 
1’ equazione 

m*(r 2 — ai— /3«)+ «’(*'£— r*) = y. 


e determinando y nel modo espresso nel citato n. 6 , cioè che fac- 
cia svanire il coefficiente di t quando si pone nell’ equazione pre- 
cedente 

m*(r 7 — tti—pu) — y — n\*'i — r 1 ) , 


si 


, n’(r* — «'*} , 

troverà y= — ' , onde 


m’(r J — a it — (3u) + ri 1 (tx't — r 1 ) = — — , 


sarà l’ equazione dell’ altro asintoto. Per costruire questa equazio- 
ne si rifletta che ponendo in essa r 1 — tU — (ìu = o t si ha 


-S-X'-S) : la prima di queste due equazioni appar- 
tiene ad una retta perpendicolare alla CB , e poiché quando r=* , 
si ha « = / 3 esprimerà la tangente BG; la seconda poi è chiaro che 
si costruisce prendendo la DR da D verso C ed elevando a CA 
una perpendicolare. Il punto ove questa retta incontra la BG sarà 
un punto dell’ asintoto , onde condotta ad RG la parallela DII se 
si porli la HG da H in S, sarà S un tal punto. Inoltre la tan- 
gente trigonometrica dell’ angolo che l’ asintoto medesimo com- 


prende coll’ asse delle ascisse essendo uguale ad — — — , presa 

r* 

CK = — r , quell’ asintoto sarà la SO perpendicolare alla BK. De- 


terminati in tal guisa i due asintoti dell’ ipcrbola cerchiamone un 
punto ; a tale oggetto si ponga nell’ equazione (5) r 1 — n.t—$u — o 
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r * 

«1 avendosi (r 1 — a'/) 1 = o cioè t = — si vede che l’ iperbola passa 
pel punto H. 


Composizione del problema. 


Presa CK che stia a CA in ragion duplicata di n : m si tirino 
al cerchio le tangenti AE , BG ed alla CA la perpendicolare EH ; 
indi condotta pel punto di mezzo della DA la RG parallela ad EH 
si porli la GH da H in S , c si abbassi sulla BK la perpendicolare SO. 
L’ iperbola che ha per asintoti OR , OS , e passa per H incontra 
il cerchio ne’ punti richiesti. 

È da avvertirsi che se il punto A fosse nell’ area del cerchio 
non potrebbe condursi la tangente EA , non pertanto la EH è sem- 
pre assegnabile essendo CD terza proporzionale dopo CA e il rag- 
gio. Si noti ancora che avendosi dall’ equazione dell’ iperbola 
(r 1 — z'ty= o, quando r 1 — ut — =s o , la BG la toccherà nel 
punto II , e ciò apparisce pure immediatamente se si rifletta che 
le parti HG , HS della GS comprese fra il punto H e gli asintoti 
sono uguali , onde il cerchio e 1’ iperbola hanno per tangente co- 
mune la BG. In vece di determinare il punto H dell’ iperbole po- 
tevamo cercare i punti ne’ quali incontra la CA , e poiché ponendo 
nell’ equazione (5) «=o si ottiene 










osservando che CF 



si vede che preso sulla FR il punto P in 


modo che il quadrato della PD sia al rettangolo di FP in PR in 
ragion composta di CB' : CA e di mi 1 : ri 1 , P sarà un punto del- 
1* iperbola : è chiaro poi che oltre del punto P ve ne è un altro P' 
che soddisfa alla stessa condizione, c che P'S' = PR. 
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55. Se /3 =o l’ equazione dell’ iperbola si riduce ad 





onde ci dimostra che la curva si cambia in due rette parallele 
all’ asse delle y. Ciò viene anche dimostrato dalla costruzione che 
abbiamo data poiché cadendo il punto B in F' la BG diviene pa- 
rallela ad RO , quindi gli asintoti sono paralleli , il punto H pon 
è più assegnabile , ma i punti P , P' possono nel modo esposto 
determinarsi , osservando che il punto F si confonde con F' ; e 
l’ iperbola si trasforma nelle parallele a’ suoi asintoti condotte pe’puu- 
li P, P'. Per determinare questi punti nel caso particolare che con- 
sideriamo , poiché in generale può farsene almeno , cerchiamo di co- 
struire l’equazione (ì), e primieramente osserviamo che essendo 
+ fi 1 = r 1 ; quando /3 — o , si ha « = Hfc; r , e ciò avviene se- 
condochè si considera che il punto B cada in F' o in F". Suppo- 
niamo che sia «= — r l’equazione (ì) diviene 


*' » a (r< - $= m ' r C r +o ( 1 £- 

nella quale se facciamo 



si ottiene 




e le perpendicolari a CA. pe’ punti comuni alle linee espresse da 
queste equazioni sono le rette indicate dall’ equazione, (t). Di que- 
ste equazioni la prima esprime il cerchio che ha F'R per diame- 
tro, la seconda appartiene ad una retta che passa pel punto D e 
comprende con l’asse delle ascisse un angolo che ha per tangente 
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trigonometrica — ^^7 > on< ^ e presa AL quarta proporzionale 

dopo », m e la media proporzionale tra CA e il raggio sarà alla 
GL perpendicolare. Quindi per questo caso abbiamo la seguente 


Composizione del problema. 


Condotta al cerchio la tangente AE, ed alla CA le perpen- 
dicolari ED , AL si bisechi la AD in R , e si prenda AL in 
modo che serbi alla media proporzionale tra CA e il raggio la 
data ragione di m : ». Le parallele ad ED pe’ punti comuni alla 
perpendicolare condotta per D alla CL ed al cerchio che ha per 
diametro F'R determinano sul cerchio dato i punti cercati. 

Allorché si suppone * = r l’equazione ( 1 ) si riduce ad 

(£-*)*= r ( r -‘> (r^~ ~ 0 5 

e non possiamo costruirla con lo stesso andamento perchè in luogo 
del cerchio descritto sul diametro F'R, si avrebbe un’ iperbola equi- 
latera avente F''R per asse trasversi#. Ma in questo caso si rifletta 
che l’equazione precedente sviluppandone il secondo membro di- 
viene 


e può porsi sotto la forma 

*)’ - • 

e ponendo per brevità 




i( 

' r L+'l+A 

\ 2»' 
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si riduce ad 


"-\T-= 

m * r 


a — t 


V 4 ‘+(J-')‘ 


Quindi poiché la forinola 


M°— O 


esprime la distanza che il punto dell’asse delle * determinato dal- 
P ascissa a serba dalla retta data dall’ equazione 

y—-?— — (*—■<) ( a )> 

ne segue che una tal distanza è indicata da 
in. /*' I /r*+a'* \ 

. : r )’ 

e perciò la retta dell’equazione (a) è tangente al cerchio che ha 
per centro il punto corrispondente all’ ascissa a ed il raggio uguale 


ad 


RF". Ciò posto essendo a = ^—^- 7 — » 

ne risulta che il centro del cerchio suddetto ha per centro il 
punto di mezzo della RF" onde un tal cerchio ha per diame- 
tro F"R: 1’ equazione (a) poi esprime evidentemente la retta che 

unisce il punto -j , b col punto dell’ asse delle x che ha per ascis— 

sa t, dunque presa Dii = b, le tangenti condotte pel punto d al 
cerchio avente F"H per diametro incontrano la CA. in que’ punti 
clic hanno per ascisse i valori di t. Quanto al modo di determinare 
il punto d si rifletta che dal valore di b 1 , si ha 

; ,4 = M= - rW'i = ’F"R”-\A , 

i\ ix' / n v «' a 

l5 
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cd in conseguenza nel caso che si considera si ha quest’ altra 


Composizione del problema. 

Tirata al cerchio la tangente AG , ed alia GA la perpendico- 
lare ED si divida la AD per metà in R e si prenda la Del in 
modo che stia alla metà di F"R in ragion composta di m: n e 
della sudduplicata di CF" : CA. Le perpendicolari a CA pe’ punti 
ove è intersecata dalle tangenti condotte pel punto d ai cerchio 
che ha per diametro F"R , incontrando il cerchio dato determi- 
nano i punti cercati. 

54. Nel caso che nessuno de’ punti dati fosse sulla periferia del 
cerchio , e /3 = o cioè quando i due punti dati sono in direzione 
col centro , 1’ equazione (4, 5a) diviene 

ed appartiene a tre rette , quindi in questo caso la linea del terzo 
ordine espressa dall’ equazione (4, 5a) si cambia in tre rette perpendi- 
colari all’ asse delle ascisse. Per costruire l’ equazione precedente 
si rifletta che se i punti dati si trovano in diverse parti rispetto 
al centro, le quantità a, *' sono di segno contrario; sia a! positiva, 
sarà a negativa , onde 1’ equazione precedente si riduce ad 

: »*'*)• • • (0 » 

la quale moltiplicata per r 1 -f- a' 1 — 2*' t, ponendo 

. . . (2), 

dà 

— 2 *'0 = V ** ( 3 ) ; 

onde le ascisse de’ pumi comuni alle curve espresse da queste equa- 
zioni sono uguali a’ valori di t indicali dall’ equazione (1) avver- 
tendo però che queste curve s’ incontrano nel ponto che ha per coor- 


Digitized by Google 



( ) 


dmaie t = ~ t ~ , u = o che non deve considerarsi perchè prodotto 

dall’ aver moltiplicata l' equazione (i) per r'-f-*' 1 — a a!t. 

E chiaro poi che l’ equazione (a) dinota un cerchio che ha per 
diametro l’asse delle ascisse e l’incontra ne’ punti che hanno per 

ascissa t = — ^ , t — — , onde supponendo ( Fig. 18 ) 

r* r* 

che il punto dato B sia in B' , presa Ca = — , e CA = -, 


divise le aA , AB' per metà in D , G sarà DG il diametro del 
cerchio indicalo dall* equazione (a) : e 1’ equazione (5) esprime 
un’ ipcrbola che passa pe’ punti fi, D-, ed ha per un’asintoto la 
retta data dall’ equazione r 2 — *'£= a , cioè la aO. Quindi se si 
porta la Da da fi in R, per R passa 1’ altro asintoto, e poiché il 
coeflicienie di t 1 diviso per quello di tu col segno cambiato, che 
esprime la tangente trigonometrica dell’ angolo che quest’ asintoto 


comprende con l’asse delle x , (*) è uguale ad 



presa la 


(*) Dilani una equazione qualunque del secondo grado 
bxy + ex' + dy + ex ss o 

nella quale manca il termine in y' , essendo messa sotto la forma 
x(by+cx)+dy+ex+J-=o , 

ci dimostra che l’iperbola da essa rappresentata ha ( n. 6. ) gli asintoti pa- 
ralleli alle rette date dalle equazioni 

• xzzo , by -4- ex zz o , 

onde un' asintoto è parallelo all' asse delle y , e l’ altro comprende con l' asse 

c 

delle ascisse un angolo eli* ha per tangente trigonometrica — - , cioè Q coef- 
ficiente di- x’ diviso per quello di xy col segno cambiato. Del pari un’ equa- 
zione nella quale manca il termine in x* esprime un' iperbola che ha un'asin- 
toto parallelo all' asse delle x ; e l' altro asintoto inclinato a quest' asse sotto 
un, angolo che ha la ungente trigonometrica uguale al coefficiente di xj diviso 
per quello di y' col segna cambiato. 

* 
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RH«e= *' = CA , e sulla perpendicolare a CA per H la HK = ** , 

sarà RK 1’ altro asintoto dell’ iperbola. 

'i ‘ 1 * 

Composizione del problema. 

Tirata al cerchio la tangente AS ed a CA la perpendicolare Sa 
si prenda Cò terza proporzionale dopo B'C e il raggio , e bise- 
cale in D e G le a A , bB' si facciano le 6R , RH uguali ad 
aD , AC : indi condotta I1K parallela ad Sa e che serbi alla me- 
dia proporzionale tra CA e CB' la data ragione di m : n si tiri la 
RK. Le perpendicolari a CA pe’ punti comuni al cerchio che ha 
DG per diametro , ed all’ iperbola che passa per D ed ha per asin- 
toti OK , OS intersecano il cerchio dato ne’ punti richiesti. 

INou bisogna tralasciar di notare che, come più sopra abbiam detto, 
non deve tirarsi la perpendicolare pel punto D che anche esiste 
nello stesso tempo sul cerchio e sull’ iperbola. 

Abbiamo supposto che i punti fossero in diverse parti rispetto 
al centro , se fossero da una stessa parte la costruzione precedente 
anche avrebbe luogo ; ma invece del cerchio descritto sul diame- 
tro DG si otterrebbe un’ iperbola equilatera avente per asse trasverso 
la retta corrispondente alla GD. Ma questa costruzione non è da 
adottarsi perchè si dovrebbero descrivere due iperbole ; mentre ab- 
biamo già veduto come in diversi modi possa costruirsi un’ equa- 
zione qualunque del terzo grado con 1’ intersezione di una curva 
dei secondo ordine e di un cerchio. Per applicare le forinole del 
n. 49 all’ equazione che abbiamo trovata poniamola sotto la forma 




e mettendo t — — = 

x, avremo 

nW/ r ‘ + *‘ r ’ ai 

-m'*( r ' T ' r ' x\ 

\ 2* *< / 

»' X )\ a»' *' ) ’ 
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la quale facendo per brevità di calcolo 

nV nf r*+«* r* r* r* ^ r*-f*'* 

tn** ni* * a* *' ’ * ** ’ a** 



ordinandola sì riduce ad • ^ 

( n'_m')* 5 + (m'(c + a b)—an') x J —m'b(b + ac)* + = o , 

e paragonandola con l’ equazione ( 1 , 4g ) si vede che le equa- 
zioni (II') , (IH'), (IV') del citato n. divengono 


2 , m'(c+aA)-on' 

X ■+■ ; ; X = r)Y . 

1 ri—m' 


m'AfA+ic) , m'b'c 

p*y - -;r - m ~ x + = ° 


* + - rT V(« , -m'K ^ n'-m' / 


m'(c + ai) — on'\ 


( ro'A(A+ac) , \ , m J 6Y|m'(c+i&)- 

[rl — m')p P ^ ( n ' — oi , )*/>* 


m'A*c[m , (c+ii) — an'] I 


( 2 ') 

.(3') 

= 0 (4'). 


Per costruire queste equazioni osserviamo primieramente che esse 
si semplicizzano supponendo l’ arbitraria p — b , e che le quan- 
tità a , b , c sono sulla figura espresse rispettivamente dalle rette ' 

aG , ab , aD , e che se supponiamo CL = , sarà n' = CL , 

m'=*=CB' (*). Inoltre per ciò che si è detto nel n. 4g il cer- 


(*) La costruzione che andremo a dare essendo applicabile tanto allorché 
i punti sono in parti diverse rispetto al centro , quanto se sono da una 
stessa parte, per servirci della stessa figura abbiam pure supposto che il centro 
sia compreso fra i punti dati, onde per l’ intelligenza di ciò che segue bisogna no- 
tare che in questo caso le quantità m! , a , b devono riguardarsi come ne- 
gative. 
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rliio indicato dall’ equazione (4'} passa pe’ punii dati dalle coordi- 


na'— 

naM - 


; 7 > A + 


m'(t+ic) n'b+im'c 


, r B'C.Dn m'c t.l, .aG 

di se prendiamo la al = — — - — = — ; , IIV = 


Quin- 
ti * — mf n'— m' ^ 

**' 


11 ' L 


I» 


/>? 


CL .ab n'b / n'A \ sm'6 

= - 57 i-=- J > = 2 Pa =3(5 5 , ) = ; r, 

IVL n' — m* \ n'—m'/ n'—mf 


per Q passerà il cerchio , e presa sulla perpendicolare a CA. condotta 
per I la IT = AP + aal , ne sarà T un altro punto. Ma ponendo 
y = o nell’ equazione (4') l’ equazione in x- che ne multa deve 
avere per radici le ascisse de’ punti ove il cerchio che essa rap- 
presenta è incontrato dalla CA, dunque poiché abbiamo già asse- 
gnato uno di questi putiti che è Q ne riuscirà fàcile a trovare 1 ’ al- 
tro sottraendo dal eoe (Udente di x a primo grado col segno cambiato, 
che esprìme la somma delle ascisse de’ due summeniovati punti 


n*(c+lA) 


= aO, ed essendo — 


al il residuo, ne risulta 


che I è un altro punto del cerchio appartenente all’ equazione (4') 
onde TQ ne sarà un diametro. Costruita in tal guisa l’equazione (4 1 ) 
possiamo assegnare immediatamente i determinanti dell’ ipecbola 
espressa dall’equazione ( 3 '), poiché ponendola sotto la forma 




m'bc 


si rileva che presa TR' = ba le rette R'O' , O'S sono gli asintoti j 
c dovendo passare pel punto T potrà descriversi. 
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Composizione del problema. 

. * — I «• *' - 

Essendo a , b i poli coniugati ad A e fi' si bisechino in D e G 
le aA , bW , cd espressa con la ragione di CA : CL la duplicata 
della data di m : n si trovi dopo fi'L, fi'C, D« la quarta propor- 
zionale al : indi prese le IN , AP in modo che serbino alle aG , ab 
rispettivamente la ragione di CL : Lfi' , si faccia NQ doppia di Pa 
e si tagli sulla perpendicolare elevala a CA per I la IT uguale óP 
più il doppio di CI, c la TR' uguale ad ab. Le perpendicolari a 
CA condotte pe’ punti comuni al cerchio che ha QT per diame- 
tro ed all’ iperbola che passa per A ed ha per asintoti le rette SO' , 
O'R' parallele ad AC , IT , determinano sul cerchio dato i punti 
richiesti. 

È da avvertirsi che il punto T comune al cerchio cd all’ iper- 
bola non deve considerarsi ; inoltre quando il punto B' cade pure 
dalla parte CA anche il punto b si troverà da questa parte, e per- 
di invece di assegnare i punti a, b come negli altri casi, li ab- 
biamo distinti col nome di poli coniugati ad A e fi. In questa stessa 
ipotesi si vede facilmente dalle forinole esposte qui sopra quale sa- 
rebbe tutta la costruzione. Ma merita particolare attenzione il caso 
in cui il punto B' cadesse in L poiché allora essendo n' = m' 
1’ equazione ( 1 ) si riduce ad un’ equazione di secondo grado di- 
venendo 

(c-f-aó — a)x % — 6(ù+ac)x + b 2 c = o. 
e d dimostra per conseguenza che il problema è di secondo gra- 
do , quando le corde devono essere nella sudduplicata delle di- 
stanze de’ rispettivi punti dati dal centro. 

L’ equazione ottenuta può essere costruita facilmente , infatti ponen- 
dola sotto la forma 

(c— «X*— ib(x — a)Q b — * ^ , 
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si vede che se facciamo 


( lao ) 


(x—a) Qb—x^ = y i 

si ottiene 

'“Vi?- (*-*)’ 

onde ( Fig. 20 ) divisa la ab per metà in c , e presa sulla aS la 
a d — cioè media proporzionale tra la co, e la DG, le 

perpendicolari ad AC pc' punti ove la db incontra il cerchio che 
ha per diametro cG determinano sul cerchio dato i punti richie- 
sti. I punti a , b, D, G sono determinati come nella Fig. 18. Bi- 
sogna anche notare che se c —~ non fosse una quantità positiva la 
costruzione accennata non potrebbe effettuarsi; ma è facile il rilevare 


che se è una quantità negativa il problema è impossibile. Di- 

i 

fatti da’ valori di a , b , c si ha e —£ — ^ (7-) , e quindi per- 


chè sia C —j— una quantità negativa deve essere r* > *»'. Ciò posto 


ponendo nell’ equazione • trovata più sopra per * il suo valore t — — # , 
cd in vece di a , b , c le espressioni corrispondenti si ottiene 


(■+sy-£0+^+7>+ £(■+?+?+ S) 



la quale equazione se ha radici reali dovrà averle tutte e due po- 
sitive , e perchè il problema sia possibile deve essere t < r , onde 
se facciamo t y -j- r , fa trasformala in y dovrà avere le sue 
.radici negative. Pertanto fatta l’ indicata sostituzione si ha 
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0 + +; + £ ~ l ~£)y 

• +0-5-; + ^)vl 


Uo(*) 


« quindi se 


ovvero 


r . r r s r* , 3r* 

0+=X5+9 >'(*+=!)> 

i valori di y sono o ambedue positivi o immaginar! , e per conse- 
guenza il problema impossibile. Or essendo r * > a»' possiamo sup- 
porre r 7 =«x'( 1 + 3 ) , $ essendo una quantità positiva qualunque 
« l’ inequazione precedente diverrà 

<d+*Xi+*X«+«') > (4+3 sy, 

) * » • * „ 

ovvero elevando a quadrato 

(3+5)’(i+SX*+*D’>(4+5J)W , 
la quale può porsi sotto la forma 

ed essendo 4 — ^+tJa+T)* = ’ si vede che è 


r '•> • 


(*) Quest’ equazione si ricava facilmente se si rifletta che per le note pro- 
prietà delle equazioni il coefficiente di y % deve essere uguale a quello di /* , e il 
coefficiente di y e il termine noto sono i valori che prendono la quantità 

a r*/ a! r' r*\ 

«d il primo membro della proposta quando si fà t = r. 

l6 
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soddisfatta , onde quando r* >• «t' il problema è impossibile » e sa- 
rebbe perciò inutile il cercare di costruire I* equazione ottenuta 
in x , quantunque non ci riuscirebbe difficile seguendo l’ anda- 
mento tenuto nel n. 53. E però da avvertirsi che se r 1 > a*' il 
problema è impossibile , ma non perciò può risolversi purché sia 
r 1 < et*' , perchè questa condizione è necessaria per la possibilità 
del problema ma non sufficiente. Per trovare la giusta condizione 
necessaria e sufficiente bisogna stabilire le due inequazioni che espri- 
mono essere negativo il coefficiente di y e reali le radici dell’ equa- 
zione in y , e queste due sole sono sufficienti perchè avendo già 
provato che l’ equazione in t non ammette radici negative non può 
temersi che la y divenga negativa c maggiore di a r in valore as- 
soluto , non potendo neppure sorpassare r. 

55. Se si avesse r* = owt' , cioè che il punto B' fosse in o , anche 
sarebbe il problema impossibile , come da ciò che precede e dalla 
costruzione stessa apparisce. Pertanto in questo caso essendo 


r'+x' 

IX 


r'+x 1 


l’ equazione (x') del n. precedente si rende divi- 


r* I ì* 

sibiie pel fattore t=o, e si riduce ad 


J— ±.=V?- (?-<)■ 


ovvero 


onde il problema in questo caso è anche di secondo grado e le 
perpendicolari a CA pe’ punti le cuf distanze da a , A sono in 
ragion composta di m: n e del raggio a CA determinano sul cer- 
chio dato i punti cercati. (*) 


(*) Essendo 1’ equazione trovala in t di primo grado potrebbe credersi pure 
ciré tale fosse il grado deL problema; ma convìen riflettere che il punto cer- 
cato è dato dall’ intersezione di rette col cerchio dato , e' che quindi deve con- 
siderarsi il problema come di secondo grado. . _j 


Digitized by Google 


(aa5) 

Abbiamo veduto nel n. 55 che il problema era di secondo grado 
quando uno de’ punti era ( Fig. ig ) in F' o in F" , lo stesso de- 
vesi quindi ricavare dalle equazioni e dalla costruzione riguardanti 
il caso generale in cui i punti dati sono in direzione coi centro. 
Non l’abbiamo fatto rimarcare per la prima soluzione data nei n. 54 
perchè è chiaro che saremmo ricaduti su quella esposta pel caso 
suddetto nel n. 53: ma l’altra composizione ricavata costruendo 
1 ’ equazione in x del n. 54 ci porge una bella soluzione del caso 
succennato che ricavasi dalla stessa costruzione eseguita sulla figura 
per la quale non è necessario distinguere i due casi rimarcati al 
n. 53. Difatti supponiamo che il punto A (Fig. 18 ) sia sulla perife- 
ria del cerchio sarà <*' = ^ r » onde c = o, e le equazioni (3'), (4') 
del citalo n. 54 supponendo pure p = b , divengono 


m'b 



, . im'b—an! m!b \ 

1 +^+-S=^-*-( s+ 5=S>' = ‘ > - 


la prima delle quali ci dimostra che l’ iperbota si trasforma ne’ suoi 
asintoti. Lo stesso come abbiamo asserito può dedursi dalla costruzione 
stessa indicata pei caso generale , poiché supponendo che il punto 
A cada in A', in questo punto si confonderanno pure il punto a 
c il punto I , e le IN , NQ si determineranno allo stesso modo , 

talché sarà A'N = , bP = NQ = aPA'. La IT do- 

vrà per conseguenza prendersi sulla A'T' , e sarà A'T' = 5P , onde 
QT' sarà il diametro del cerchio ; e l’ iperbola , presa T'O" = b\\ 
dovendo avere per asintoti 0"R" ed 0"T' e passate per T' si 
cambia ne’ suoi asintoti : e perciò le perpendicolari a CA pe’ punti 
ove la 0"R" interseca il cerchio che ha QT' per diametro deter- 
minano sul cerchio dato i punti cercati. Se il punto A' cade in A" 
la costruzione sempre è la stessa solo deve modificarsi secondo la 
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posizione de’ punti : così ia CL = 


n'.CA" 

ra* 


deve prendersi da C verso 


CL'Jl/'G 

L' , la A'N che in questo caso è uguale a — gò-; — deve compu- 

CL'. A "b 

tarsi dal punto A" e nel senso B'L', la 6P = 


B'L' 


m senso 


contrario a bk" o nello stesso senso secondochò il punto L' cade tra C 
cB'o fuori , e la NQ secondo 5P. Finalmente la IT = 6P si porterà 
sulla perpendicolare a CA per A" da A" verso T" o in senso con- 
trario secondocbc la bP si è presa secondo Cx , o in senso op- 
posto^ e la T"0'" — A."b deve prendersi sul prolungamento dellaA"T" 
se il punto b sia lira i punti A” , e P j da T" verso A" nel caso 
contrario. (*) 

56. Abbiamo veduto nel n. 54 come nel caso che i punti dati sono 
in direzione col centro moltiplicando 1’ equazione di terzo grado 
che si ottiene per r 1 -f- a' 1 — a x't possa essa costruirsi con l’ inter- 
sezione di un’ iperbola e di un cerchio quando però il centro del 
cerchio dato è compreso fra i dati punti : abbiamo pure veduto in 
seguito che senza ricorrere a questa veduta particolare , ina seguendo 
i principi generali esposti per la costruzione di una qualunque equa- 
zione del terzo grado si perviene , anche facendo uso di un’ iper- 
bola c di un cerchio , ad una composizione del problema che può 
applicarsi qualunque sìa la posizione de’ punti dati. Quindi pare 
che potevamo omettere la prima costruzione data, ma come essa è 
alquanto più semplice dell' altra , e quindi preferibile quando ha 
luogo , l’ abbiamo voluto rapportare per mostrare con un esempio 
ciò che abbiam detto alla fine del n. 5o. Così pure per dare un’ap- 


(’) Tutto ciò apparirìi chiaramente se con la scorta delle forinole, le quaK 
danno sempre in tutti i casi la norma che si deve seguire, si esaminino i quat- 
tro casi n'<.m! , ed a > , o < r , n' > m! od * > , o < r. 
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plicazione delle norme indicate nel n. 38 , concepiamo unito il 
punto cercato con un punto dell’ asse delle x determinato da 
un’ ascissa qualunque a j e dinotiamo con * , y le coordinate del 
punto ove la congiungente i punti t , u ; a , o incontra il cer- 
chio. Ponendo nella forinola trovata nel 11. 5 a esprimente 1 ’ ascissa 
del punto F,j 3 = 0, * = a , t = *, u ==y , avremo 

222 — _ — x = . ed essa dovendo indicare l’ ascissa 

y‘ +(*— a)* r*+a *— mx ’ 

del punto ove la retta che unisce i punti x , y ; a , o incontra 
il cerchio , otterremo 

sor*— (r*+o*)* 


t = 


r* +o * — xax 


quindi essendo 

«=—(< — a), 

perchè i tre punti t, u; x, y ; a , o sono in linea retta, sarà 

_ K-r’ìr 


u ■■ 


r* -fa ’ — lax 


Espressi in tal guisa i valori di t , u in funzione di x , y pos- 
siamo ottenere immediatamente 1’ equazione in x , y ponendo in 
vece di t , u le espressioni procedenti nell’ equazione (4 , 5 2) trovata 
fra t , u : prima di eseguire questa sostituzione facciamo per sem- 


plicità di calcolo 


r’+o* 
a a 


p , onde i valori di t , u si riducono a 


e P equazione suddetta fra x, y sarà 
»' — *)) ((/* + *' + **(**- 
« (r*^)— ^(a— p'ft) ^(r* + »'*)(/>— *)-2«'(r*-^)^(iX 


Digitized by Google 



< 136 ) 

che appartiene ad una linea del terzo ordine. Supponendo 
rendesi quest’equazione divisibile pel fattore 

rXp—x) — afr 1 —px) — fta—p)y , 

e divenendo 

i • . I 

a p)+(r* — *• » J • s * - ' 

= m* (r‘— ap)x— ;3(a — />)j^(r*+*'‘)(p._x)_ 2 »'(r*— px) ^-(i) 

' r i / ! . » • ’ 

esprime una curva di secondo grado. Essendo ora a c quindi p 
arbitraria possiamo disporne in modo che semplicisti l’equazione 
precedente ; così se facciamo ct'p =» r* , P equazione esprime un’iper- 
bola che ha per asintoti le rette corrispondenti alle equazioni che 
si ottengono uguagliando a zero i fattori del secondo membro , e 
e che potrebbesi quindi facilmente costruire assegnandone un pun- 
to. Se poniamo 

r 1 -f- <* ,a = 3 tip , ovvero a = *’ , 

x , y rappresenteranno (Fig. 18 ) le coordinate del punto E , e l’equa- 
zione (s) si riduce a 

a/i*(r ! — *'x)*=ftt’^r , (r*4-»'* — +*.*'* — 2»'r*)*+^(r* — , 

e dinota una parabola che ha per diametro e per tangente corri- 
spondente le rette indicate dall’ equazioni 

r 1 — x== o 

1 3(r* — — a*'r , )*+r , (r , 4V 3 — a*»') = o . . . (3). 

Di queste equazioni la prima esprime (Fig* ig) la DH , l’ altra 
una retta che comprende con P asse delle ,x un angolo che ha per 

**') 

® ^ * . % n 

tangente trigonometrica — ^ ■ " ■■ » 0Q ^ e P* 6 ** 0*1 senso AD la 
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_Z.'(rW)_ 


2a 


( U7 ) 

■G-) 


r* — 


a*'. DB' 
DA 


—, — a 


quella rena sarà per- 


pendicolare alla BK', Quindi per costruire l’ equazione (3) basta 
assegnare un punto della retta da essa rappresentata, e volendo de- 
terminare il punto ove incontra la DH che è il vertice della para- 
bola corrispondente a questo diametro , si potrebbe porre in essa 

I** ■ • • 

r=^ e ricavare poi la y. Ma sarà meglio lasciare nell’ equa- 
zione (3) un termine affetto da x ed avente tra i fattori del suo 
coefficiente r* — a' 1 , e ciò si ottiene ponendo 1’ equazione (3) sotto 
la forma 

Kr 1 — *'>+ < = aa^r 1 — **')x — 3*»' ) , 

, ( i 

poiché mettendo ora nel solo secondo membro x= — si ha l’ equa- 
zione * • 

Py + ax—r 1 , 

la quale appartenendo alla BG ci dimostra che questa incontra la 
DH nello stesso punto in cui la interseca la retta espressa dall’equa- 
zione (3) cioè nel punto H ; c quindi la perpendicolare alla BK' 
condotta per H sarà la tangente corrispondente al diametro DH. 
Assegnati per tal modo un diametro e la tangente basta trovare un 
punto della parabola onde possa descriversi: questo punto lo tro- 
veremo facilmente cercando l’ altro punto che la parabola ha di 
comune colla BG , cioè ponendo nella sua equazione r 1 — ax — Py=o. 

Fatta questa sostituzione si ha 1’ equazione 

\ / 

*n\r 1 —a!xy = , 

\ 0 % 

la quale essendo divisibile per r*— ot'ar ci dimostra, come già ab- 
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biamo trovato , che H è un punto della parabola , £ riducendosi ad 
r* m' /r* \ 'i 

si vede che presa sulla DC da D verso C una retta uguale ad 
— f — — aj — — . B'D , la parallela tirata pel suo estremo a DH 
determina sulla DG 1’ altro punto ove questa incontra la parabola. 

IH* » 

Quindi presa Hll' =— . BH, sarà H' un tal punto. 


Composizione del problema. 


> . .. — . ’ > 

Condotte al cerchio le tangenti AE, BG ed alia CA le per-, 
peudicolari EH , BB' , si prendano le CK' , HH' che serbino rispet- 
tivamente alle DB' , BH le ragioni di aCA : DA e di m’ : n 1 . L» 
para!>ola che ha H per vertice HD per diametro , la tangente per- 
pendicolare a BK' e passa per H' incontra il cerchio ne’ punti in- 
dicati da E nella Fig. 18. 

b'j. Nel caso di fi — o la parabola si cambia in due rette , le quali , 
ponendo a = Zfl r secondochè si vuole che il punto B sia (Fig. ao) 
in F' o in F" , sono rappresentate dall’ equazione 

anV -»'*) 1 = jfl*). 

Per costruire questa equazione poniamo , 


a>i(r‘— a'j) 

*(r±» v )" * 1 

e si avrà 

ovvero > (' •. f ; 



! - 1 
.. t 
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Ciò posto supponiamo che si prendano i segni superiori cioè 
che il punto B sia in F' , sarà il quadrato della SF" uguale a 

2r ( r — I') 5 on< k P resa S11 ^ a SF' la SE = ^^-7 + r^=- ~ F'a, e 

sulla EF" le EH, EH' uguali alla ES saranno F''II, F"H' i valori 
di x' dati dall’ equazione precedente. Trovali i valori di x' si do- 
vrebbero cercare quelli di * ma 1 ’ equazione jr' a = ar( r — x) , ci 
dimostra che il cerchio descritto col centro F" ed intervallo x' , 
determina sul cerchio dato que’ punti che hanno per ascissa x. 

Composizione del problema. 

Condotta al cerchio la tangente AS ed alla CA la perpendico- 
lare Sa si prenda sulla SF' la SE che serbi alla metà di F'a la 
data ragione, e sulla EF" si porli la SE da E in H , e da E 
in H'. I cerchi che hanno F" per centro e per raggi F"H , F"H' 
incontrano il cerchio dato ne’ punti indicati da E nella fìg. 18 . 

Questa costruzione che è molto più elegante delle altre due date 
pel medesimo caso ne’ n. 53 , 55, e che forse non potrebbe esser più 
semplice , si applica ugualmente pel caso in cui il punto B cade 

in F" portando la SE che allora è uguale ad i F"a sulla SF" 

ed i cerchi avranno F' per centro. È però da avvertirsi che se il 
punto A fosse nell’ area del cerchio , la costruzione che abbiamo 
data non può effettuarsi , non perchè cambia 1 ’ equazione in x' , 
ma perchè le particolari osservazioni che abbiamo fatte per costruirla 
non hanno più luogo. Pertanto supponendo che sia *' <>, ed a il 
punto dato , prendendo i segni superiori l’ equazione trovata più so- 
pra in x 1 può porsi sotto la forma 

** _™±l+^*' = _ 3 r 

n v 

ed osservando che se si prolunga la CS finché incontra la perpen- 

17 
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fft/jLr) 

dicolare condotta a CA pel punto F" in K', si ha S'K' = - — , — ' , 

SK'=^— , e a SS'. SK' = KT- K'S* ; si vede che 

* r 9 *' 


presa F"L' = n ~ i S'K', F"P = SK', K'Q = L'P , e le QR, QR' 

uguali alla F"L' ; le f "R , F"R* indicano i valori di *' onde i 
cerchi descritti col centro F" e co’ raggi F"R , F"R' determinano 
sul cerchio dato i punti accennati più sopra. Allorché si prendono 
i segni inferiori cioè che il punto dato è F'' la costruzione è la 
stessa soltanto resta modificata secondo la posizione del punto data 
Difatti per tale ipotesi si ha P equazione 


ii i m rir — *') . K*'+ r ) 

r H *' = sr — . 


onde prolungando la CS finché incontra la perpendicolare elevata 
a CA dal punto F' abbiamo S'K = — ^ , SK = ^ ^~ r - , 

2 r y - - = S'S. SK= SÌT* — KF' a ossia ad F'S", 1 supponendo che 


sia KS"= KS. Quindi presa la F'L= ^ S'K; e le Lr , LP uguali 

alla LS" saranno F'r, FV i valori di x 1 e i cerchi avranno F' per 
centro e per raggi rispettivamente le F'r, FV. 

58- Supponendo che sia (3 — o e nessuno de’ punti dati sulla 
periferia del cerchio 1’ equazione (ì , 56) si riduce ad 

n'Q.'(r—px)—r i (p—x) ^ (V + * 7 )(P— *)— M'S-pxjy 

=-m ! (*(r'—px)—r 1 (p—x) ^ (fr’+o^Xp-*)— a»'(r— 
e ponendo per brevità x — p= x 1 , si ottiene 

» 5 ( y - t ' py - *'(/>’ -r 1 )) (('•h* 1 - 2 *p)*'— 3 *(p 3 — r ’) ) 

= m? ({r , -xp)x l — *(p 7 — r 3 )^ ^(r’+a' 3 — s*'/>)x' — 2s'(p 3 — r 1 )^. 
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Essendo ora p arbitraria possiamo determinarla in modo che i 
coefficienti di x ne’ secondi fattori di ambedue i membri abbiano 
segni diversi , e potremo quindi costruire questa equazione come 
l’equazione (1,64). Supponiamo dunque che per adempire la con- 
dizione enunciata si prenda p in modo che sia 

r*+** 


l’ equazione precedente diverrà 

=*'«’(( r 1 - ^)r' — *0’ — r 1 )) />)*' j , 

dalla quale moltiplicandola per p* — r * — (^~^7 p') x> » e P 0_ 


nendo 



si ricava 


=■ m ^ />)*']••• 00 

« le ascisse de’ punti comuni alle curve rappresentate da queste 
due ultime equazioni sono i valori di Di queste equazioni 
la (1) esprime un cerchio e la (3) un’ iperbola : per costruirle 

si rifletta che essendo — P—P — , presa ( Fig. 3 t ) 

Ca = ^f,eCA = — e bisecate in D , E le a A , AB e la ED in F , 

A A 
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sarà CF —p , e che avendo posto x — p=x‘ dal punto F sono com- 
putate le x'. Quindi F è il centro del cerchio indicato dall’ equa- 

P'~r' 


zione (1) , ed essendone 


T , +X 1 ' 


il raggio , se si tira al cer- 


—P 


chio la tangente FG e sulla perpendicolare a CA per F si porta 
la FG da F in H e da F in H', condotta alla H'D la perpen- 
dicolare HK sarà FK il raggio del cerchio. (*) Per costruire l’equa- 
zione (a) si ponga primieramente in essa y = o, ed avendosi 

(r* — otp)*' — afp 1 — r*) = 0,^—^— x> — 0. 


si vede che condotta alla fili' la perpendicolare HL per K ed L 
passa l’ iperbola. Riguardo agli asintoti è chiaro che uno di essi ha 
per equazione 

(T>- a !p)x'-ar(p*-t>) = o, 


e perciò condotta alia all' la perpendicolare HR dovrà passare per 
R, e sarà per conseguenza indicato dalla RO parallela alla HH' : 
l’altro asintoto presa laKS = LR, passerà per S ed essendo nel- 
f equazione (2) il coefficiente di x n diviso per quello di x'y col 


segno cambiato uguale a — 


— a/>) 

n^'r-x'pWxx' 


mx.Yb 
nyxx'.Fa ’ 


ne se- 


gue che se facciamo la RP uguale alla Fa , ed RI = 



(') Potrebbe credersi che cadendo il ponto F nell’ area del cerchio non possa 
sempre costruirsi in tal guisa il valore del raggio , ma bisogna osservare che 


r*+»* 


r -r* (r — ■*)’ 

essendo r — — — — una quantità positiva , il punto E sari sempre 

fuori del cerchio : e lo stesso dovendo pure avvenire pel punto D non potrà 
mai trovarsi nell' area del cerchio il punto- F. 


Digitized by Google 



( i33) 

sarà espresso dalla SO parallela alla PI. Resta ora ad assegnare 

• r* Art* 

la quantità a la quale è determinata dall’ equazione = p , ossia 


à 1 — 2 ap 4- r*= o , dalla quale si deduce o=/>iV p 1 — r % , onde 
questa soluzione ha sempre luogo poiché già abbiam detto che 
p">r. È chiaro poi che presa la FN = FG , N è il punto col quale 
si devono unire i punti del cerchio dato che hanno per ascissa 
ed è evidente che il punto N' vi soddisfa ugualmente. 


Composizione del problema. 


Essendo a , b i poli coniugali ad A , B si bisechino rn D , E 
le Aa, bb , e la DE in F, si descriva col centro F cd intervallo 
la tangente FG il cerchio H'Hé,esi elevi alla CA la perpendicolare 
H'H : indi congiunte le H'D , H'a, H 'b si tirino le rette HI, H/, 
Hr; e condotta RI parallela ad HH' e che stia alla F b in ragion 
composta della sudduplicata di Cfi : CA e della data di m : n si fac- 
ciano le KS, RP uguali alle RL, Fa e si guidi alla PI la paral- 
lela SO. Le rette che uniscono il punto N co’ punti ove il cer- 
chio dato è incontralo dalie parallele ad 1111' condotte pe’ punti co- 
muni al cerchio descritto col centro F e raggio FK, ed all’iper- 
bola che passa per K tra gli asintoti OS , OR' , determinano sul 
cerchio dato i punti cercati. 

Non bisogna tralasciar di notare che il cerchio e l’ iperbola pas- 
sano pel punto K , ma per questo punto non devesi tirare la pa- 
rallela alla HH' ; inoltre si rifletta che se », *' avessero segni di- 
versi il radicate y«*' sarebbe immaginario , onde questa soluzione 
non si puh allora applicare. Ma quantunque in tal caso sia alquanto 
preferibile la soluzione che abbiamo data nel n. 54 , pure determi- 
nando convenientemente/?, possiamo ricavare dall’ equazioni ora ot- 
tenute una soluzione che corrisponda a tutti i casi , come lo è l’ultimo 
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r* + a M r*+»' 

riportala nel n. 54- Difalli se invece di porre — ^ p —p — » 

facciamo r’-}-*' 1 — s*'p = 2 %p — / — in luogo delle equazioni (i),(2) 
si hanno le due seguenti 


-'M 

n (r 1 + a' 1 — 2 a'p^(r 1 —*'p)x'— a'f/) 1 — r 5 )^ y 

= /7i *(p a — ) • 

Per determinare il valore di p si osserverà che essendo 

P) *— (/» — r ~£p) *. “ « divida la ED «n F (*) nella 

ragione di CA : CB risulta CF = p. Ponendo y = o nell’ equa- 
zione del cerchio si ha 

e*- 3 - C~ìf ^ + (!~T7~ ~p) - - ». 


il primo valore di #' è uguale ad FK , il secondo lenendo presente il 
valore di p, si rileva che può ricavarsi pure dall’ equazione 

p 1 ;•* -f — r ^ *' = o , e che quindi tirate le H'E£' , Hl'K 1 

è uguale ad FK' ; e perciò K'K sarà il diametro del cerchio. Simil- 
mente ponendo y = o nell’ equazione dell’ iperbola si vede che 
essa passa pure pel punto K e pel punto la cui ascissa è data dal- 


(*) Per non cambiare figura supponiamo che sia EF: FD: : CA : CB quan- 
tunque corrispondendo essa alla cosuuiione precedente sia F il punto di messo 
della ED. 
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1 ’ equazione ^ p — — ^ x' -j- p 2 — r 2 =o cioè pel punlo L. Quanto agli 
asintoti è evidente che si assegnano come più sopra abbiam detto 
prendendo però la RI = — r Fb. 


Composizione del problema. 


Si trovino i‘ poli coniugati de’ punti A , B c sieno a , b , si bi- 
sechino le Ao , Bb in D, E, e la ED si divida in F nella ragione 
di CA : CB; indi si descriva col centro F ed intervallo la tan- 
gente FG il cerchio GHH' , si elevi alla CA la perpendicolare HH' 
e tirate le rette H'D, H'E, II 'b , Il'a , e le Hi - , Hè' , II/, li/- , 
si prenda sulla RO parallela ad HH' la RI che stia ad F6 in ra- 
gion composta di CB : CA e della data di m : n , sulla CA le 
RP , KS uguali alle due Fa, RL, e si conduca alla PI la paral- 
lela SO. Le rette che congiungono il punto N co’ punti ove il cer- 
chio dato è intersecalo dalle parallele condotte alla I 1 II' da’ punti 
ne’ quali s’ incontrano il cerchio che ha KK' per diametro c l’ ipcrbola 
che passa per R tra gli asintoti OR, OS assegnano sul cerchio dato 
i putiti richiesti. 

Questa soluzione è generalmente applicabile qualunque sia la di- 
sposizione de’ punti dati solo è da avvertirsi che quando s è ne- 

( j.* | j/l>. | jl ^ 

p — — ) = * (- — +/M, invece di dividere 


la retta che corrisponde alla ED nel modo succcnnato bisogna pro- 
lungarla ossia cercare fuori della ED un punlo le cui distanze da 
E e D sieno nella ragione di CA : CB. 

59. Ritorniamo ora a discutere in quali casi l’equazione (4, 5 2) 
può sctnplicizzarsi , e ridursi ad un’ equazione che esprima una 
curva del secondo ordine , e supponiamo che la data ragione sia 
dt uguaglianza, cioè m=n, restando però i punti dati situati co- 
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niunque rispetto al cerchio. Ponendo la precitata equazione sotto 
la forma 

n*(r , —cL l ty ^(r 7 — -f 

si sede cito quando m = n, si riduce ad 

(r 1 — fi't) 1 (pt—nu) 1 =(r i —xt—puyx n u ‘ , 
dalla quale si ricava 

(r 1 — a'fX/3<— . . . . (l). 

Allorché in questa equazione prendiamo il segno — essa, tenendo 
presente che m 7 -f- ? =r 7 , si riduce ad 

(*—*')« = {}(t — *') , 

ed esprime per conseguenza la retta che unisce i punti dati : e 
«Sifatti questa retta se interseca il cerchio determina su di esso due 
punti che possono considerarsi come soddisfacenti al problema, poi- 
ché unito ciascuno di essi co’ punti dati le due congiungenti si 
confondono in una sola retta , che è quella che passa pe’ punti 
dati , e le due corde corrispondenti riducendosi ad una sola si pos- 
sono per conseguenza riguardare come uguali. Quando prendiamo il 
segno -J- nel secondo membro 1’ equazione ( 1 ) diviene 

x‘ u 1 — f) -f- 2X3.' ut — r*( »+ x 1 )u ■+• r'pt = o , 
ed indica un’ iperboia equilatera la quale incontra il cerchio nei 
punti cercati. Per assegnare i determinanti di questa curva si ri- 

fletta che ponendo nell’ equazione (ì) u = o si ha t =o c t = - 

quindi (Fig.i8) C, ed a sono due punti dell’ iperboia. Similmente fa- 
cendo — xu=o risulta j* 7 — xt — j3u= o , o pure u — o\ onde le rette 
espresse da queste due equazioni incontrano la retta indicata dalia 
prima in punti appartenenti all’ iperboia ; ma questa appartiene 
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alla CB , e le altre due alle perpendicolari ad essa tirate pe’ punti 
C , e b' , essendo b' il polo coniugato a B, dunque abbiamo di 
nuovo il punto C ed un’altro punto b‘ della curva, ed è chiaro 
ancora che le due perpendicolari alle CA , CB condotte pe’ punti 
a , b' s’ intersecano in un punto appartenente pure all’ iperbola. 
Determinati questi punti passiamo ad assegnare gli asintoti , per 
ciò cbe si è detto nel n. 6 essi sono paralleli alle rette dinotate 
dall’ equazione 

a'/3(« 3 — t 2 ) -f- 2 M.'ut — o, 


e poiché quesu equazione può porsi sotto la forma 

U* , 2» U 

. 7‘ ' T 7 0 


si rileva che gli asintoti sono paralleli alle rette che dividono per 
metà gli angoli BCB', BCA : (*) e si determineranno poi osser- 
vando , come è facile il vedere , che il centro dell’ iperbola è al punto 
di mezzo della ab 1 . 


Composizione del problema. 

Trovati i poli coniugati a , b' ad A e B si divida per metà 
la ab' in C'. L’ iperbola equilatera che passa per C , ed ha per 


(*) Dilani se poniamo l'angolo BCA ss 6 , avremo - ss tang# , e l'equa- 

dà 

zione trovata qui sopra si riduce ad 

«* a u 

7 * Ungi 7 1 — 

iu 

donde tuog » ss — > e quindi “ ss tang - », “ ss tang - (•’—»). 

“ • % t 2 

18 


i r 

I_ ? 
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asintoti le parallele condotte per C alle rette che dividono per 
metà gli angoli BCB' , BCA interseca il cerchio ne’ punti cercati. 
Se (3 — o l’equazione dell’ iperbola diviene 


ovvero 


2 » \’ut — — 0 > 


— -se+$). 


quindi l’ iperbola si cambia in due rette che sono la posizione che 
prenderebbero in questo caso gli asintoti, infatti la prima di que- 
ste equazioni esprime la B'A , l’ altra la perpendicolare elevata alla 
CA pel punto di mezzo della ba : e ciò nasce dacché uno de’ punti 
pe’ quali deve passare l’ iperbola cade in questo caso su di uno 
degli asintoti. Cosi pure se mai i punti fossero ad ugual distanza 
dal centro essendo la C'G la retta che divide per metà 1’ angolo 
BCA i due asintoti dell’ iperbola sarebbero le C'C, b‘a \ onde do- 
vendo passare pe’ punti C , a , b' , in queste medesime rette si 
trasformerebbe la curva , e quindi M , M' , M" , M"' sarebbero i 
punti cercati. 

, Avendo trovato che quando i pomi dati sono in direzione col 


centro la retta espressa dall’equazione t 



determi- 


na sul cerchio dato i punti richiesti , riflettendo che quest’ equa- 
zione è di primo grado si rileva che pe’ punti ove la retta clic rappre- 
senta interseca il cerchio dato vi possono pure passare altri cer- 
chi ; onde possiamo risolvere questo caso del problema colf interse- 
zione di due cerchi. Per determinare uno degli accennati cerchi si 
osservi che l’ equazione della retta non contenendo u 1’ equazione 
di un cerchio che passa pe’ punti che essa ha di comune col cer- 
chio dato sarà della forma^ ■ _ . 

' ' ~ V ’ r ” 1 * __ 

u 2 -ir t 2 — a at + 6 = o (a), 

ti 
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ed essendo u 1 -f- 1? = r* 1’ equazione del cerchio dato , sottraendo 
P una dall’ altra si deduce che 


< = r„( 4 + ^) 


è P equazione della retta che passa pe’ punti comuni a questi due 
cerchi, Ja quale se facciamo 

= (*+'0-Ki + S) <*> 

si rende idendea all’equazione 

l fi* , r*\ 

' ~ % V + ?) ’ 

e quindi la (3) indica la relazione che deve passare tra a e b onde 
P equazione (a) appartenga ad un cerchio che verifichi la condi- 
zione enunciata più sopra. Pertanto avendosi una sola equazione 
tra a e b si rileva che indeterminato è il numero di siffatti cerchi , , 
lo che si vede pure immediatamente se si ridetta che una retta ha 
di comune con un cerchio soltanto due punti. Or polendosi dare 
ad a o b un valore qualunque per poi determinare P altra di que- 
ste quantità in virtù dell’ equazione (5) facciamo b = o , ed aven- 

oioJ ’ 

dosi a = , P equazione (a) si ridurrà ad 


a 3 + e— 




t = O. 


Ixo.' 

«■+7 


In questa equazione se facciamo u — o si ha t=> o, t = 
il primo di questi valori ci dimostra che il cerchio passa pel punto 
C , per costruire P altro si rifletta che essendo t = — - si ha 

t — a = ti * , a ! — t = — — ~ , onde divisa la B"A in D' 
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in modo die sia B"D' : iyA : : CB" : CA , sarà CB" il diametro 
del cerchio che incontra il dato ne’ punti cercati. Se i punti dati 
non sono da una medesima parte rispetto al centro ma in diverse 
parti come B' ed A, allora si deve trovare fuori della B'A un punto 
tale che le sue distanze da A e B' sieno nella ragione di CA : CB'. 
In generale il cerchio cercato è il luogo geometrico di que* punti 
le cui distanze da’ punti dati sono fra loro come le distanze che il 
centro del cerchio dato serba rispettivamente da’ punti medesimi. £ 
ciò è facile a rilevarsi tanto dall’equazione del cerchio quanto dal 
modo col quale l’ abbiamo costruita. È ancora da osservarsi che 
questo cerchio resta determinato indipendentemente dal raggio del 
cerchio dato , onde ne segue che 

Se dati due punti A , B" si determina il cerchio CmD / luogo 
geometrico de’ punti le cui distanze da A , B" sono fra loro in 
un dato rapporto , descritto col centro C ed un raggio qualunque 
CA' un cerchio se si unisce il punto m ove incontra il primo 
cerchio co’ punti A , B" le corde intercelle nel cerchio A'mM 
sono sempre uguali. 

60 . Nell’ esaminare i diversi cast ne’ quali si semplicizza 1’ equa- 
zione (4,5 a) abbiamo sempre supposti che sieno dati due punti 
variando soltanto di posizione ; ma da quella equazione può aversi 
anche la soluzione di un altro problema che a prima vista potrebbe 
sembrare diverso da quello enunciato nel n. 5a , cioè del pro- 
blema nel quale si cercasse un punto su di un dato cerchio in 
modo che tirate da esso due rette, una parallela ad una retta data 
di posizione , l’ altra che passi per un dato punto sieno le corde 
intercelle nel cerchio in data ragione. Difàtti supponendo che l’asse 
delle x sia parallelo alla retta data basta fare nell’ equazione (4,5a) 

a' = -, ed essa si riduce ad 
o’ 

— zxt—a{3u) = mX^—rst—^uy . . . (i) 
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la quale pure appartiene ad una linea del temo ordine, e quando 
il punto dato è sulla periferia del cerchio essendo a 1 + /3 1 = r% 
diviene 

3 «V = /7»’(r“ — <U — fìu) 

cd indica una parabola la quale ha per diametro ■ 1’ asse delle 
y , e per tangente corrispondente la retta data dall’ equazione 
r* — ut — fìu— o , cioè la tangente applicata al cerchio nel punto 
dato. Un punto della curva si assegna anche facilmente poiché 
ponendo «*+ fa = — r*, che esprime (Fig. 3a) la tangente al 

cerchio condotta pel punto A , si ha < = -j- ™ . Quindi per que- 
sto caso si ha la seguente 

Composizione del problema. 

Condotta alla retta data la parallela C* e la perpendicolare CI , 
ed al cerchio le tangenti BI , AE si prenda la CD che serbi al 
raggio la data ragione di m: n , e si tiri alla CI la parallela DE. 
La parabola che ha IC per diametro , IB per tangente e passa per 
E interseca il cerchio ne’ punti cercati. 

Qui pure vi sarebbero da notare altri casi cioè /3 a o che rende 
il problema di terzo grado nel caso generale e di secondo quando 
il punto dato è sul cerchio ; e di « = o che osservando essere 
t 1 — r 1 — u 1 presenta i medesimi casi ; ma ci asterremo dal di- 
scuterli perchè l’ equazioni che ne risultano sono per se stesse fà- 
cilissime a costruirsi. 

Piuttosto osserveremo che se non fosse dato alcun punto ma si 
dovessero condurre pel punto cercato due rette parallele a due 
altre date di posizione il problema è sempre di secondo grado. Infatti 
in questo caso supponendo pure che 1* asse delle x sia parallelo ad 
una delle rette date; e che 1’ altra retta abbia per equazione y=:ax-t- b 
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4 > »'= 

vero nell’ equazione (1 J ottenuta più sopra 9. — -, /3 = a* ; lo che dà 


convien fare nell’ equazione (4, 5 aJ »'= - , « e /3 = a* ; ov- 


nVfi+o 1 ) = «»)*, 

ovvero . ■ . 

n* =Ì •«===• (t -f au). . . (3) 

V>-H* 

equazione appartenente ad una retta. Questa si costruisce facilmente 
poiché in primo luogo essendo I ss o quando » = 0, si vede che 
passa per l’ origine ; inoltre mettendo 


risulta 


t -f- au = n , 


. VIA 

I =±-p=r 

V'+°’ 


onde il punto comune alle rette espresse da queste equazioni è 
pure un punto della retta indicata dall’ equazione (a). Quindi se 
la CG è la parallela condotta pel centro all’ altra retta data, presa 
CF =» n , e CG = jCG' = m , e condotte alla G* le perpendicolari 
GH, G'II' ed. alla CB la perpendicolare FH; le CH, CH' saranno 
le rette espresse dall’ equazione (a) ed M, M' , M", M'" i punti 
cercati, cioè que’ punti tali che condotte alle Cx , CB due paral- 
lele le parli che restano intercette nel cerchio sono fra loro coinè 
m : n ; ; CG : CF. 

61. Oltre i diversi casi che abbiamo finora discussi altri ve ne 
potrebbero essere ne’ quali il problema può essere di secondo gra- 
do , o generalmente può ridursi ad un grado minore : cosi nel 
caso esaminato nel n. 54 cioè quando i punti dati sono in dire- 
zione col centro senza che alcuno di essi sia snlla periferia del 
cerchio dato, se mai fosse ri 1 ( r* -é* ) = w* ( r* + *' J ) ovvero 
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m : n : : yri* + »* : yri'-f- * n l’equazione (l) trovata in quel n. si rende- 
rebbe divisibile per t e si riduce al secondo grado. Questo caso non l’ab- 
biamo ivi esaminato perchè suno infiniti i casi ne’ quali quell’ equa- 
zione può ridursi al secondo grado. Infatti se in essa poniamo / = a 
essendo a una quantità qualunque , e supponiamo che i dati 
sieno tali che si verifichi l’equazione che ne risulta , allora l’equa- 
zione ( 1 , 54) sarà divisibile per t — a e si riduce al secondo gra- 
do : ed il supporre che sia ri 1 (r* -f- cP) = m 1 (r* 4- * n ) torna 
allo stesso che eseguire ciò che ora abbiam detto facendo a = o. 

È ancora da avvertirsi che l’equazione (4, 5-2 ) essendo di terzo 
grado ci dimostra che il problema ha in generale sei soluzioni , 
e ne’ vari casi discussi i quali si sono abbassati di grado perchè 
l’ equazione si è resa divisibile per un fattore , sempre algebrica- 
mente parlando sei soluzioni si hanno. Così nel citato n. abbiamo 
veduto che se «’ -f- (P ss r* 1’ equazione era divisibile pel fattore 
/**-—*/ — / 3 u e riducevasi ad un’ equazione di secondo ^grado che 
apparteneva per conseguenza ad una curva che incontrava il cerchio 
in quattro punti; ma quel fattore r 1 — crf — pu comune a tutti i ter- 
mini dell’ equazione non è da rigettarsi come fattore estraneo alla 
quistione ; ma è da considerarsi che quella curva di terzo ordine 
si cambia quando il punto dato è sulla periferia del cerchio in 
un’ iperbola e nella retta data dall’ equazione r 1 — ut — pu=u, 
onde questa anche incontra il cerchio in due punti che soddisfanno 
alla quistione , e si hanno in tal guisa tutte le sei soluzioni. Per- 
tanto 1 ’ equazione • — ut — / 9 m = o appartenendo (Fig. 19) alla 

tangente applicata in B, al cerchio ci dimostra che due punti si 
riuniscono in B. Per mostrare ora come il punto B possa conside- 
rarsi come uno de’ punti cercati si rifletta che dovendosi il punto 
richiesto unire co’ due A e B, congiungendo il punto B con A si 
determina la posizione e la grandezza di una delle due corde , 
dovendosi poi unire con lo stesso punto B ne resta indeterminata la 
posizione , onde se pel punto B si tiri una corda nel cerchio che 
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terbi alla prima la ragione di n: m si verranno per tal modo ad 
iscrivere due corde nel cerchio che passano pe’ punti dati, si riuni- 
scono in un punto del cerchio e sono nella data ragione , e a 
ciò se ben si rifletta può ridursi 1’ enunciato del problema esposto 
nel n. 5 a. Inoltre se si osservi che pel punto fi possono condursi 
due corde nel cerchio che sicno all’ altra già assegnata come n : m 
si vedrà perchè 1’ algebra ci addita che due de’ punti cercati si 
riuniscono in B. Lo stesso può dirsi pure per tutti gli altri casi 
ne’ quali le equazioni generali sonosi divise per un fattore comune 
a lutti i termini. 

62. II problema del quale ci siamo finora occupati è stato ri- 
soluto con i’ analisi geometrica soltanto nell’ ipotesi che uno de’punti 
dati sia sulla periferia del cerchio , distinguendo i casi ne’ quali 
si trova o nò in direzione col centro e con 1* altro punto , ed avendo 
esaminati questi casi con un’ analisi presso a poco uniforme , si è 
conchiuso che non è dato in verun modo al metodo de' mo- 
derni il poter risolvere un problema di natura solido per le 
stesse vie analitiche che conducono alla soluzione di un problema 
piano che è un caso particolare del primo, « Dappoiché dovendosi 
» in esso restringere il numero delle rette in paratesi, e varian- 
» done il sito , non si potrà certamente fare un medesimo calcolo 
» di tali rette , onde pervenire ad un’ identica equazione tra loro , 
» la quale convenga nello stesso tempo ad un problema piano , c 
» ad un problema solido. » 

Quest’asserzione che chiunque siasi per poco versato nelle con- 
siderazioni algebriche riconosce quanto sia falsa e precisamente con- 
traria al carattere essenziale dell’ algebra , cioè al modo generale di 
trattare le quistioni , è evidente che resta smentita col fatto da 
quanto precede. Difatti noi considerando il problema sotto un punto 
di vista più generale, cioè quando i pumi dati sono ambedue fuori 
dei cerchio lo abbiamo messo in equazione , ed abbiamo ritrovato 
che polea risolversi eoa l’ intersezione del dato cerchio , e di una 
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curva del terzo ordine ; onde in questo caso il problema è secondo 
il linguaggio degli antichi Geometri ipersolido. In seguilo abbiamo 
esaminali vari casi ne’ quali era solido o piano e per tutti questi 
casi non si è dovuto fare adatto un calcolo separato ; ma tutte le 
costruzioni corrispondenti si sono ricavate dall’ equazione relativa al 
caso generale: anzi è da notarsi che non solo abbiamo ottenuta 
un’equazione che convenga nello stesso tempo ad un problema so- 
lido e ad un problema piano, ma che la composizione del problema 
che si deduce costruendo l’equazione appartenente al caso generale 
conviene pure per l’ altro caso , poiché la curva del secondo grado 
si cambia in rette, come si è veduto ne’ casi discussi a’ n. 53, 55, 57 , 5g. 
Nè ciò 1’ abbiamo eseguito soltanto in questo problema , ma questo 
è l’andamento tenuto in lutti quelli che abbiamo considerati, ed 
è questo appiinlo il metodo generale ed uniforme proprio dell’ al- 
gebra in tutte le quistioni che si esaminano. E qui bisogna pure 
far rimarcare che la vera soluzione di un problema è l’ equazione 
alla quale esso conduce, e che la costruzione è un’operazione se- 
condaria ; onde sempre una è la soluzione che si ottiene dall’ al- 
gebra pe’ diversi casi che può il problema presentare , e da essa 
come da una fonte generale si derivano poi le costruzioni particolari 
che alle varie disposizioni o grandezze de’ dati corrispondono. C ciò 
senza ricorrere più a considerazioni particolari sulla figura, men- 
tre risoluto un problema coll’ analisi geometrica spesse volte per la 
posizione particolare di un punto bisogna far l’ analisi da princi- 
pio , se pure non risulti tutta diversa , per vedere come mo- 
dificar si debba la soluzione. Inoltre fra i diversi casi da noi esa- 
minati abbiamo pure veduto che se invece di dover tirare dal 
punto cercato due rette a due punti dati si dovessero condurre due 
parallele a due rette date di posizione , la soluzione corrispondente 
anche si ricavava dall’ equazione stabilita pel caso generale ; mentre 
a chi è versato solunto nelle considerazioni geometriche questo 
caso sembra formare un problema toulmente diverso. Di tutti ; 
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casi poi ne abbiamo date varie soluzioni , e sotto questo punto di 
vista non si può certamente non riconoscere la superiorità del me- 
todo moderno su quello degli .antichi, da poiché la fecondità del- 
1* algebra è tale che quasi potremo dire innumerevoli sono le so- 
luzioni che possono aversi per un medesimo problema. 

Finalmente riguardo alle vie analitiche colle quali si passa a risol- 
vere un problema piano ed un problema solido , non solo diremo 
che con l’ algebra sono precisamente identici i diversi passaggi che 
si hanno da fare quando i due problemi che dipendono l’ uno dal- 
1’ altro si vogliano risolvere separatamente ; ma richiameremo ciò 
che altrove abbiam detto ; che cioè sempre uno è il metodo col 
quale si risolvono col soccorso dell’ algebra i problemi per quanto 
diversi essi sieno , lo che poi non essendo dato al metodo degli an- 
tichi , si vede chiaramente quanta enorme differenza siavi tra l’ un 
metodo e f altro , c quanto 1’ algebra agevoli la risoluzione de’ pro- 
blemi geometrici. 

65. L’ andamento tenuto nel n. 53 per costruire l’ equazione di 
secondo grado ad un’ ignota alla quale siamo pervenuti essendo appli- 
cabile ad ogni equazione nella quale il primo membro sia un quadrato 
perfetto , e il secondo membro sia composto di due fattori di primo 
grado, merita di essere applicato ad un’ equazione qualunque per 
vedere come debba procedersi in generale. E chiaro poi che poten- 
dosi porre sotto la forma suddetta ogni equazione di secondo grado 
desso può usarsi in tutti i casi. Sia pertanto 

m 1 (x — a) 1 = -j- n* (x — b)(x— c) 

1’ equazione data : abbiamo messo avanti al secondo membro il dop- 
pio segno per distinguere i due casi accennali pure nel n. 53 ; 
cioè quando il termine in x 2 'è preceduto nel secondo membro 
dal segno + o dal segno — . 

Ciò posto per non ripetere un calcolo simile a quello eseguito nel 
citato n. accenneremo soltanto i risultamenti che si ottengono , 


Digitized by Google 


C j 47 ) 

cioè la costruzione che de resi fare per ciascun caso. Quando nel 
secondo membro si prende il segno -f- allora supponendo (Fig.i 9 ) 
che a partire dal punto C si debbano sulla CA determinare i va- 
lori di x , e che sia CD = a , CF" = b , CR = c ; bisogna pren- 
dere sulla DH perpendicolare alla DA la Dei che stia alla metà 
di F"R come n : m, e le tangenti condotte pel punto d al cerchio 
che ha per diametro la F"R determineranno sulla CA due punti 
che hanno per ascisse i valori cercali di x. 

Quando si prende il segno — poiché l’equazione si riduce ad 

ro’(x — a ) 7 = n 7 (b - x)(x — c) , 

\ 

i punti cercali cadranno tra F" ed R: allora presa DA =« e sulla 
perpendicolare a CA condotta per A la AL = m , si abbasseranno 
da’ pumi comuni alla DL e al cerchio che ha F"R per dia- 
metro due perpendicolari alla CA ; queste assegneranno sulla CA 
que’ punti che hanno per ascisse i valori di x espressi dalla data 
equazione. Questo metodo come abbiam detto può applicarsi a 
qualunque equazione di secondo grado, ne’ casi particolari poi si 
vedrà se debba piuttosto la data equazione costruirsi nel modo or- 
dinario, polendo darsi che si abbia in tal guisa una soluzione più 
semplice. Ma quando 1’ equazione si presenta sotto la forma accen- 
nala , menochè non vi fossero delle grandi riduzioni allorché si 
sviluppa, possiam dire che il metodo ora esposto c sempre da pre- 
ferirsi (*) 


(*) Volendo occuparci della composizione di que' problemi che si risolvono 
con curve del secondo grado , ovvero con qualche curva generalmente cono- 
sciuta, quale è la parabola cubica che si è presentala nel n. 16 , non ci siamo 
punto incaricati di costruire 1' equazione del terzo grado trovala nel u. 5a. 11 
Voler discutere tale equazione ci allontanerebbe troppo dal nostro scopo , c d’al- 
tronde i mezzi analitici ebe sono ora conosciuti è noto che han ridotto la di- 

*■ 


Digitized by Google 



( *48 ) 

PROBLEMA XVI. 


64. Dati ( Fig, a 3 . ) il cerchio FME e i due punti A e B, tro- 
vare sul cerchio un punto M in modo che unito co’ punti A e B 


scussione delle curve a semplici applicazioni de' metodi generali. Ci limiteremo 
pertanto a fare osservare che volendo descriverla per assegnazione di puuti pos- 
siamo supporre in essa 

ut + jh 1 =r |Se 

c essendo una quantità costante qualunque , ed avendosi un'equazione di secondo 
grado iu t si potranno, costruendo questa equazione , determinare facilmente i 
punti ove la retta indicala dall' equazione stabilita incontra la curva. Questa 
equazione è chiaro che indica ( Fig. «8 ) una perpendicolare alla CB condotta 
pel punto dell' asse delle y che ha per ordinata c; quindi variando c si potranno 
assegnare i diversi punti della curva. Da ciò segue che ogni retta perpendico- 
lare a CB incontra la curva in due soli punti , e lo stesso ha luogo per tutte 
le perpendicolari alla CA.. Inoltre allorché facciamo 

a/ 4 . ,ìu e= r* 

dall'equazione ( 4 , 5a ) si ha (r* — a'/)’— o , onde i due punti d’ incontro della 
retta data dall' equazione precedente, si riducono ad un solo che c un punto dop- 
pio della curva, e poiché l' equazioni p « 4 - a/ = r* , r* — a' t — o apparten- 
gono alle Un , an, sarà n un tal punto. Finalmente quando facciamo 

r* + a* + (3* — — a/Ju = o 

l' equazione che si ricava dall'equazione della curva è di primo grado e ciò 
nasce perche il coefficiente di <* si annulla; quindi uno de’ valori di «diventa 
infinito , e perciò la retta espressa da quell' equazione, che è la perpendicolare 
a 136' pel suo punto di mezzo , incontra la curva in un punto assegnabile ed 
in uu punto situato a distanza infinita , e poiché ogni altra retta ad essa pa- 
rallela, per quanto poco ne disli, sempre incontra la curva in due punti ; ne se- 
gue che essa ne è un’ asintoto, l’er le stesse ragioni si vede die la perpendi- 
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sia il rettangolo delle corde ME , MF uguale ad un dato qua- 
drato. 

Si prendano per assi delie x e delle y la parallela e la perpen- 
dicolare alla AB , e si chiamino a , /3 ; ti , p) t , u le coordinate 
de’ punti A , B , M rispettivamente ; r il raggio del (torchio e ad 
il lato del dato quadrato. È chiaro ( n. 5^) che si avrà 

ME = + - ; MF = . 

v r’ +»* 4-fS* — a */— ipu Ve’ +*' * +j ì'—*x't— 2 jlu 


onde si otterrà l’ equazione 
(r* — a t — Pu^r 1 — alt — $u) 


=cf l y(r 2 4-* 2 -f-/3 2 — aa/— 9/3«)(r 1 -J-a' :i 4-^ J — aa 't — a/3 u).. .(l). 


la quale dinota una curva del quarto ordirle. Se p = o cioè se 
i punti dati sono in direzione col centro essa si ridette ad 

(P— — x't)=d‘^(r^-^3.- — aa/X^-f-a' 2 — aa ’t). . . (a) 
ed esprime quattro rette perpendicolari all’ asse delle * nelle quali 
si trasforma quella curva del quarto ordine, ed i punti ove quc- 


colare alla Aa pel suo punto di mezzo è un’ altro asintoto della curva. Allor- 
ché il punto B si trova sulla periferia del cerchio confondendosi in uno i due pumi 
B , l> la retta corrispondente al primo asintoto coincide (Fig. 19) con la tangente ap- 
plicata in B al cerchio ,e l’altro asintoto non cambia di posizione: una parte della 
curva a rami infiniti che aveano quella retta per asintoto si trasforma nella 
tangente medesima, e l’altro asintoto della curva resta anche, coinè abbiamo 
veduto , asintoto dell’iperbola nella quale si cambia pure la curva. Il metodo 
che abbiamo tenuto per determinare i suddetti asintoti della curva non è cer- 
tamente un metodo generale ; ma ci sia permesso di averlo usato in grazia 
della brevità , e perchè il nostro oggetto è stato soltanto di far rimarcare 
queste relazioni che passano tra la curva del terzo ordine ; e la retta e 1’ iper- 
bola ' nelle quali si ttasfornm quaudo uno de’ punti dati è sulla periferia del 
cerchio. 
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ste rette tagliano 1’ asse delle ascisse indicano la posizione che vanno 
a prendere, quando /3 = o, i punti ove la delta curva taglia l’asse 
medesimo : come si rileva ponendo u — o nell’ equazione (1) e pa- 
ragonando 1 ’ equazione che ne risulta con la (2). Nel costruire 
ora questa equazione distingueremo anche due casi come nel n. 54, 
cioè se i punti dati sono in parti diverse rispetto al centro, o da 
una stessa parte , nel primo caso supponendc #' positiva , a sari 
negativa onde 1’ equazione (2) diviene 

(r’+.OC'- 1 — <*'0 = ^ VP+^Hh a*'Ó > 

e ponendo 

(r* -J- «* + 2»<X r * ~ir <= 4 *a 'u - , 


si avrà 

(rM* — ci't ) = 2<f‘y , «*'. « ; 

onde le parallele all’asse delle y condotte pe’ punti comuni alle 
curve espresse dalle due ultime equazioni assegnano sul cerchio dato 
i punti cercati. Queste equazioni si costruiscono facilmente poiché 
la prima dinota un cerchio che ha il centro sulla CA , ed aven- 

dosi per u — o, t = — - — , t = — si vede che se (Fig. 24) 

a , b sono i poli coniugati ad A e £ divise le A a , £4 per metà 
in D cd E ne sarà DE il diametro. La seconda poi esprime una 

parabola che ha l’asse perpendicolare a CA e per parametro == , 

V**' 

p* 7** 

onde essendo quando u — o , t = — , 1 = , se pel punto di mezzo 

della ab si eleva a CA la perpendicolare FG = ed 

V«' aV**' 

alla bG la perpendicolare bl, sarà I il vertice della parabola ed IG 
1’ asse. 
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Composizione del problema. 

Essendo a e b i poli coniugati ad A e fi si dividano per metà 
in D , E , F le A a , B b, ab ; si prenda sulla perpendicolare elevata 
per F alla FA la FG uguale alla terza proporzionale dopo il dop- 
pio della media proporzionale tra CA e Cfi , e il lato del dato 
quadrato , e si tiri alla bG la perpendicolare 61 . Le parallele alla 
Gl condotte pe' punti ove il cerchio che ha per diametro DE in- 
contra la parabola che ha I per vertice , IG per asse e passa per 
a , determinano sul cerchio dato i punti richiesti. 

Allorché i punti dati sono dalla medesima parte come A , B' 
facendo la stessa ipotesi .invece del cerchio che ha DE per diametro 
si ha un’ iperbola equilatera avente DE' per asse trasverso , per- 
tanto essendo 1’ asse della parabola parallelo ad uno degli assi del- 
l’ iperbola pe’ punti comuni a queste curve vi passa ( n. 48 ) un 
cerchio. Questo cerchio senza ricorrere alle formole generali stabi- 
lite nel citato n. possiamo facilmente determinarlo: infatti traspor- 
tando l’origine degli assi in F' P equazioni dell’ iperbola e della pa- 
rabola saranno della forma 



*’ + (£+ c)x -f bc = py 

* 

essendo a = F'D , b = F'a , c = F'b' , p = , onde sottraen- 

: v**' 

do la prima equazione dalla seconda moltiplicata per a si ottiene 
P equazione 

y* -J- x 1 -j- 3(6 -f- c) x—s \py + a bc -f-a 3 = o , 

la quale appartiene ad un cerchio che ha per centro il punto 
determinato dalle coordinate — (b -J* c) , p y ed il raggio uguale 
a y p 1 -+■ b 1 -f- c 3 — a 3 . 
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Composizione del problema. 

Trovati ad A e B' i poli coniugati a , b 4 si dividano per metà 
in D , E' le A a , B 'b' e la DE' in F' ; indi presa aH uguale 
ad F'b' , si elevi ad HA la perpendicolare AO uguale alla terza 
proporzionale dopo il doppio della media tra CA e CB' , e il 
lato del quadrato dato , e si tiri alla 0 a la perpendicolare aK 
uguale alla tangente menala pel punto a al cerchio che ha per 
diametro E'D. Le parallele alla AO tirate pe’ punti comuni al cer- 
chio descritto col centro 0 c raggio OK ed all’ ipcrbola equilatera 
che ha E'D per asse trasverso intersecano il cerchio dato ne’ punti 
cercati. 

Nel caso che uno de’ punti dati e sia B' fosse sul cerchio con- 
fondendosi i due punti B', b' in un solo B" anche il punto E' 
cadrà in B" onde F'b' = c = a c per conseguenza il cerchio de- 
scritto col centro O ed intervallo OK passerà pel punto B" : come 
lo dimostra 1’ equazione di questo cerchio facendo in essa c — a. 
Quindi in questo caso non devesi trovare il raggio OK e le due 
rette 0« , «K non devono per conseguenza tirarsi. 

Quando i punti dati sono in diverse parti rispetto al centro se si 
avesse a = *' cioè che sieno equidistanti dal centro del cerchio, le 
equazioni della parabola e del cerchio divengono 

u 2 + 4 ctt 2 = (r 1 + a 1 )* 
oi 2 ? -|- a cPau = r* , 

dalle quali si ricava 

4 * 3 « s — 8 cPxu s = (r’-f-ot 3 ) 2 — 4^ , 

ossia 
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Composizione del problema. 

Condotta al cerchio la tangente AL si prenda sulla La perpen- 
dicolare ad AG la aM terra proporzionale dopo CA e la metà del 
lato del dato quadrato , e si congiunga il punto M col punto di 
mezzo P della aB ; indi tirala la CQ uguale a PM si porti la aQ 
da M verso N e da M verso N'. Le parallele alla LN pe’punti co- 
muni al cerchio descritto col centro C e raggio aP ed alle pa- 
rallele a CA tirale da’ punti N , N' determinano sul cerchio dato 
i punti cercati. 

Se i punti A e B cadono nell’ area del cerchio non si potrà ti- 
rare la tangente AL , ma sempre il punto a si determinerà pren- 
dendo Ca terza proporzionale dopo CA e il raggio. 

65. Allorché i punti dati non sono in direzione col centro ma 
ne distano ugualmente , essendo *= — #' l’ equazione (ì) del n. pre- 
cedente si riduce ad 

(r 1 — /Su) 1 — t/V == (P V (r"+ /3 3 — 2/3u) 3 — 4 *' V . . . (ì) 

dalla quale , essendo f = r 1 — u 1 , si ottiene 

{/■* — /3a) , +a"a 1 — *'V==d 3 y(r‘-J-a' : ‘-{-/3 3 — 2/3«) 3 +4* ,: V— 4x'V. (a) 

Quest’ equazione esprime quattro rette parallele all’ asse delle x 
le quali passano pe’ punti comuni al cerchio ed alla curva del 
quarto ordine indicata dall’ equazione (ì). In questo caso adunque non 
si abbassa il grado del problema perchè la curva si trasforma in rette ; 
ma perchè essendo essa simmetrica intorno all’ asse delle y gli otto 
punti che ha di comune col cerchio hanno a due a due la stessa 
ordinata , e quindi per questi punti vi passano quattro rette de- 
terminate da un’ equazione di quarto grado che è quella che ab- 
aci 
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biamo trovata più sopra. (*) Per costruire quest’ equazione fac- 
ciamo 

(r , +*' 3 +/5 I — apuy+fr'W — , 

ed otterremo 

(/■ , -0«) I +*'V— «fV= atPW'+fi*. x , 

onde l’ equazione (fl) potendosi considerare che sia derivata dall’ eli- 
minazione di x tra queste equazioni , le ordinale de’ punti comuni 
alle curve che esse rappresentano saranno i valori di u dati dal- 
l’equazione (a), e le parallele condotte all’asse delle x pe’ mede- 
simi punti saranno le rette indicate dall’ equazione medesima. Ciò 
posto sviluppando le equazioni ottenute abbiamo 

4/3(^ , +*' a +/3 , )«+(r 1 +«' 2 +^ 1 ) , -4« , V=o.(3) 


— afifu — a d a V» ,, +^ 3 . x + r * — «'V = o , 

delle quali la prima appartiene ad un’ iperbola equilatera , e la se- 
conda ad una parabola ; ma avendo però gli assi paralleli pe’ punti 
che sono ad esse comuni ( n. 48 ) vi passa un cerchio la cui 
equazione si ottiene immediatamente sottraendo la prima delle ri- 
trovate equazioni dalla seconda moltiplicata per 8 lo che dà 



V*'*+/*‘ 



{*) Se nell’equazione (1,64) poniamo invece di I* il rno valore r* — u* si ot- 
terrà un'equazione pure del quarto grado fra t , u la quale appartiene per con- 
seguenza ad Una curva dèi quarto ordine che incontra il cerchio dato ne’ punti 
cercati , é questa curva poi nel caso di -•= — *' si cambia uelle quattro rette 
espresse dall' equazione (a). 
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Quest’ equazione appartiene ad ua cerchio che ha per centro il 
punto determinalo dalle coordinale 


od* 


4<i’ 


Y 3r ^ A 

* a\ k « , *+^* V * 

e per raggio il lato del quadrato equivalente a’ quadrati di queste 

due quantità più g- + Ì(~= + V^Y- ^ Per 
* +p 4 / a +p 

• . • * / fi* * - r* 

costruire queste espressioni osserveremo che se C a = — = ■ — * 

CA » 

(Fig. a5) condotta ad AB la parallela oH sarà CH = ^ ; , onde presa 

HK uguale alla metà della HG sarà CK uguale all’ ordinata del 
centro del cerchio da costruirsi ; quindi condotta KO parallela a 

BA ed uguale a sarà O un tal centro. Per determinare 

il valore del raggio si osservi che divisa la A a per metà in D si 

ha CD = - ( r f- y onde poiché condotta alla CA la 

parallela LN e la perpendicolare CN si ha CN 


sara 

V«'*+/3* 


DiN 


— ~ + V^+0 1 ) ed il quadrato del rag- 


gio sarà quindi uguale a CO^-^- DN — aC a • Costruita per tól gui- 
sa l’ equazione del cerchio passiamo ad assegnare i determinanti 
dell’ ipcrbola equilatera espressa dall’equazione (5): il centro. di 
quest’ iperbola cade sull’ asse delle y nel punto che ha per ordinata 

2^/3 -1 — c '°^ n< d P unl ° di mezzo C' della HG; onde C'D,C'L 
indicheranno la posizione de’ due assi. Per fissare i semi-assi fac- 

l 3*\ 

ciamo nell’equazione (5) « = e s i avr à 
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«-W = , 

donde si ricava 

a; r') , V . rV \ 

- 1 - »(«'*+£*} *'*+?’/’ 

e quindi essendo C'D= ^*'+ -, 7 ^ 7 ^ presa DA' = AG sarà C'A' 
il semi-asse trasverso dell’ ipcrbola. 


Composizione del problema. 


Essendo a il polo coniugalo ad A si divida la A a per metà in 
D , e si tirino alla AB le parallele all , DC' e la perpendicolare 
CG , ed alla GA la parallela LN e la perpendicolare GN ; indi 
prese le HK , DA' uguali rispettivamente alle HC' , AG si tagli 
sulla parallela condotta per K alla AB la KO terza proporzionale 
dopo il doppio di AC e il lato del dato quadrato , e si elevi alla 
CO la perpendicolare CI uguale alla ND. Le parallele a BA con- 
dotte pe’ punti comuni all’ iperbola equilatera che ha C' per cen- ■ 
tro e C'A' per semi-asse trasverso , e al cerchio che ha O per 
centro e per raggio la retta il cui quadrato è uguale alla differenza 
tra il quadrato della 01 e il doppio quadrato di Ca , determinano 
sul cerchio dato i punti richiesti. 

Se i punti dati sono ambedue sulla periferia del cerchio essendo 
«'Hi** = ^ r equazione (a) liberata dal radicale si rende divisi- 
bile pel fattore (r* — /3 «)*+ «'*«* — * n r* , e si riduce ad 


ovvero , essendo a ' 1 = r 1 — /9 J , ad 
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u-p = ± 



e quindi le parallele alla congiungente i punti dati condotte alla 

distanza intersecano il cerchio dato ne’ punti richiesti. Da ciò 

segue il noto teorema « il rettangolo di due lati di un triangolo 
è uguale al rettangolo dell’ altezza rispetto al terzo lato nel diame- 
tro del cerchio circoscritto. » 

Essendosi nel caso che consideriamo divisa 1’ equazione generale 
pel fattore (r 1 — /3u) J -)- — a' 1 /* 1 , non dobbiamo considerare que- 

sto come un fattore da rigettarsi ; ma essendo pure verificata 1’ equa- 
zione se facciamo 


(r* — -f- — «'V = o , 

ovvero («— /9) 2 = o ne segue che le due rette espresse da questa 
equazione le quali si confondono nella retta che unisce i punti 
dati incontrano il cerchio in punti che soddisfanno al problema , 
onde de’ punti cercati due si riuniscono in uno de’ punti dati e 
due altri nel secondo ; • gli altri quattro poi sono dati dall’ interse- 
zione del cerchio con le rette espresse dall’ equazione 




4£ 

ar 


È chiaro poi come in un caso analogo si è veduto nel n. 61 
che i punti dati risolvono il problema riflettendo che l’ enunciato 
esposto nel n. 64 si riduce in generale ad iscrivere nel cerchio due 
corde che s’ incontrino in un punto della sua periferia , passino 
per due punti dati, e tali che il loro rettangolo uguagli un dato 1 
quadrato: 

3 d U ► *> ■::: ’fr.t . 
q ---Vi- 

, ' : >ctowJiir^> ìj j d 
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PROBLEMA XVIL 


66. Trovare ( Fig. a5 ) sul dato cerchio MD un punto M in 
modo che unito co' due punti dati A e B eia dato il rapporto 
di MD: MB. 

Prendasi CA per asse delle ascisse e C per origine ; e si chia- 
mino a, p ; t , u lè coordinate de’ punti B ed M, *' la CA , ed 
r il raggio del cerchio , sarà 


MB = Y(m — •£)’+(/ — a) 1 = V rl- +V+£’ — a* l — a/3 u, 
onde essendo (n. 5a) MD = — — - r - — * — t indicando con — ilda- 

\r '+**'— idi " 

to rapporto avremo l’ equazione 

4 n\r * — »'/)’= — a«'fX r *+* i +^ — a*/ — a pu). 

Quest’ equazione appartiene ad un’ iperbola che ha per asintoto 
la retta data dall’equazione 

/*+»** — a alt = o , 

• •• • r* 

che si costruisce come altrove abbiamo veduto prendendo Ca= — 

ed elevando una perpendicolare alla CA pel punto di mezzo della 
A». Inoltre ponendo nell’ equazione dell’ iperbola 

— a *t — a/3a = o 

si ottiene 

(**—n't)' = o 


onde la retta espressa dalla prima di queste equazioni tocca l’ iper- 
bola nel punto ove l’ incontra la perpendicolare elevata alla CA 
pel punto a che è indicata dall 1 equazione r 1 — alt — o. Quindi poi- 

che quell’equazione presa Cb — — esprime la perpendicolare ti- 
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rata a CB pel punto medio della òB, Piperbola sarà toccata in G 
dalla FG, e perciò presa GS =s= GH per S dovrà passare 1’ altro 
asintoto. Ma questo asintoto Fa con l’asse delle x un angolo che 
ha per tangente trigonometrica il coeBìciente di t 1 diviso per quello 


di tu col segno cambiato, cioè 


HI* 

n‘ . 

* 

m 


m'p 


, dunque se 


facciamo CK= —al la SO perpendicolare a BK sarà 1’ altro asintoto 


Composizione del problema. 


Trovati i poli a e b coniugati ad A c B si elevino a CA , CB 
pe’ punti di mezzo delle aA , B b le perpendicolari RO , FG , e si 
tiri alla RO la parallela aG ; indi presa CK che stia alla CA nella 
duplicata di n : m si porli la GH da G in S c si abbassi sulla KB 
la perpendicolare SO. L’ iperbola descritta tra gli asintoti OR , OS 
in modo che passi per G incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

Questo problema è un caso più generale di quello esaminalo 
nel n. 5a cioè quando uno de’ punti dati era sul cerchio, c di- 
fatti l’ equazione ora ottenuta si cambia nella ( 5 , 5a ) facendo 
= r* , ed è chiaro pure che la costruzione ora eseguita si 
applica pure a quel caso confondendosi la FH , se il punto B cade 
in E, con la tangente al cerchio applicata in E. Quindi non in- 
sisteremo molto a discutere i vari casi ne’ quali il presento pro- 
blema è di secondo grado, limitandoci sol unto a considerare il caso 
in cui i punti dati sono in direzione col centro , non potendosi 
questo caso dedurre da ciò che si è detto nel n. 53 perchè esso 
è più generale. Sia dunque /3 = o , l’ equazione dell’ iperbola si ri- 
duce a 

4n’(r’— = na , (r l -f- *' J — , 
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„v(^)= m -.(i±r-- 0(^-0* 


la quale esprime due rette che intersecano il cerchio ne’ punti 
richiesti. Quest’ equazione si costruisce facilmente per ciò che ab- 
biami detto nel n. 63 distinguendo i due casi di « positiva , o ne- 
gativa. Nel primo caso supponendo che i punti B , F , b cadano in 
B' , F' , b' , si prenderà aL in modo che stia alla metà di F' R in 
ragion composta della data di m: n e della sudduplicata di GB': CA ; 
e le parallele ad aG pe’ punti ove la CA è incontrata dalle tan- 
genti condotte pel punto L al cerchio che ha per diametro F'R 
fisseranno sul cerchio dato i punti cercati. Nel secondo caso rappre- 
sentando con B" , F'' , b" la posizione che prendono i punti B,F ,5 
si prenderà oN = CB" ed NQ in modo che serbi alla media pro- 
porzionale tra GA e CB" la ragione di n: m, e le perpendicolari 
alla CA pe’ punti comuni alla Qa ed al cerchio che ha per diame- 
tro F"R incontrando il cerchio dato assegnano i punti cercati. 

67. Se invece di supporre dato il rapporto di MD ; MB sup- 
poniamo dato il rettangolo di queste due rette , indicando con d 
il lato del quadrato equivalente si perverrà all’ equazione 


a(r’ — 2*1 — 2 fin = Épyr’+a' 3 — 2 »'i . . . (1) 

che appartiene ad una curva di terzo grado. Se il punto A è dato , 
sulla periferia del cerchio essendo «' == r, l’equazione precedente 
rendesi divisibile per y ar(r — f) e si riduce a 


a r(r — — sii — sfiu)— d* , 

che esprime un’ iperboia avente per asintoti le rette date dall’ equa- 
zioni 


r — t=-o , r 1 -f + fi' 1 — 2xt — sfa = 0, 

cioè la tangente A'O' applicata al cerchio in A' e la SO'. iHoltre 
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poiché ponendo r — t = ^ , si ha — ixt— 2 @u= (P presa 

A'D' = , FE' = e condotte alle CA. , CB le perpendicolari 

D'G' , E'G' , sarà G' un punto della curva. 

Se fosse j3=o si avrebbe in questo caso 1* equazione 



la quale può facilmente costruirsi. Nel caso generale cioè quando 
nessuno de’ punti dati è sulla periferia del cerchio l’equazione (1) 
divenendo 

a (r* — »'*)v'r 3 4>* 3 — a ai = d l ^r 1 +x 1 ' 1 — a x't, 

\ 

appartiene a tre rette nelle quali si cambia la curva del terzo or- 
dine da quell’ equazione rappresentata. L’equazione ora ottenuta può 
costruirsi facilmente sia moltiplicandola pel fattore Vr 2 -f-* 3 — u*t 
e trattandola poi come 1’ equazione ottenuta nel n. 64 e la co- 
struzione viene più semplice riflettendo che l’iperbola e il cerchio 
devono passare pel punto dell’ asse delle * che ha per ascissa 

t = > ovvero ponendo t — r — — x , e costruendo l’ equazione 

in x che ne risulta con le forinole del n. 49 > come in un caso 
analogo abbiamo praticato nel n. 54 , ed essendo l’ equazione ora 
ottenuta molto più semplice di quella trovata nel n. citato ci aster- 
remo di entrare in più minuti dettagli. 


31 
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PROBLEMA XVIII. 

68. Dato ( Fig. 36 ) il cerchio FM i due punti A , B , e la 
retta RE , trovare sulla periferia del cerchio un punto M in 
modo che unito con A e B sia dato il rapporto di FM : ME. 

Si prendano per assi coordinali ia retta che unisce i punti dati 
e la perpendicolare abbassata su di essa dal centro , e si chiamino 
« , *' le ascisse de’ punti A , B ; t , u le coordinate del punto M , 
ed r il raggio del cerchio. Le equazioni del cerchio e delle due 
rette MA , MB saranno 

(y—P) ì -hx 3 = r‘ 

'-"“£(—0 (i > 

sia inoltre 

y—ax + b (3) 

l’equazione della retta data RE. Dall’equazione (1) si rileva che 
la distanza del punto M dal punto E è uguale ad 

~V(*— *)H «* V'N - * 1 — F— 2xt + *P U > 

x essendo l’ ascissa del punto E , la quale si ricava eliminando la 
y dall’ equazioni (1), (3) onde risulta 

„ _ (u— a/— *)(!—•) 

X ' I . . 1 

e quindi 

ME = P— 2*t+apu. 

a (< — ») — u 
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Combinando ora l’ equazioni del cerchio c della MB si potreb- 
bero determinare le coordinate del punto F ed in seguito la MF ; 
ma per non ripetere un calcolo altre volte eseguito osserveremo 
che il valore della MF può ricavarsi da quello trovato nel n. 64 cam- 
biando « in « — /3 e /3 in — /3, e fatta questa sostituzione si otterrà 


MF; 


, <3o 4. jj’— r *) 

Y r’+»" — fi* — 
porto avremo 


, e perciò dinotando con — il dato rap- 


2 /i(r’ — a/ 1-^- fiu) ^a(t — *) — 


Z= m(u — at—b)^r 1 +» 1 — /3" — y ’r’-f-»'* — /3 J — 2a'r-f-a/3«.(3). 

Quest’ equazione in generale appartiene ad una curva del quarto 

ordine, ma supponendo che sia /3=o , a = -, ~ = — 0 R= — di;, 

cioè che la retta la quale unisce i punti dati passi pel centro e 
che la retta data sia ad essa perpendicolare , si riduce a 


2/»(r l — »'t)(t — *)=m(d— OV(r*+** — aa/Xr’-'i"-»' 1 — 2*'r) . . . ( 4 ) 


ed esprime quattro rette perpendicolari all’asse delle x ossia alla 
congiungcnte i punti dati. Nel costruire questa equazione distin- 
gueremo come nel n. 54 due casi sccondochè », »' hanno segni 
contrari , o lo stesso segno : . nel primo caso che ha luogo quando 
i punti dati sono in parti diverse rispetto al centro , come A' c B' , 
cambiando «'in — »' , e ponendo nell’ equazione precedente 


(r 1 + w 1 — 2 xtXr 1 *' s -fc-2*'Q = 4 m'u* , 

si ottiene 

iJlll’f 

— »)=my«a'. «(d — t) , 

e quindi le perpendicolari a CA' condotte pe’ punti comuni alle 
curve indicate da queste equazioni 6 ono le rette espresse dall’ equa- 
zione ( 4 ). Queste due equazioni si costruiscono facilmente poiché 

* 
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la prima appartiene ad un cerchio che ha il centro sulla CA' ed 
avendosi per u=o , t = — — — f — , t = — — , prese Q* = — , 
C b = -j ; c divise per metà in D , G le aA', 6 B' ne sarà DG 


un diametro. L’ altra equazione appartiene ad un’ iperbola che ha 
per asintoto la retta dinotata dall’ equazione d—t=o cioè la retta 
data R'O' e passa pe’ punti b , A' ; quindi presa bS — R'A' sarà S 


un punto dell’ altro asintoto : ed essendo — ” ■ * uguale al coeffi- 
ciente di t 3 diviso per quello di tu col segno cambiato; cioè alla 
tangente trigonometrica dell’ angolo che questo asintoto comprende 

con l’ asse delle x , presa SH = * = A'C ed IIK = , sarà 

SK 1’ altro asintoto. 


Composizione del problema. 


Essendo a, i i poli coniugati ad A' , B' si bisechino le A 'a , 
b'b in D, e G e prese le bS, SH uguali alle R'A', CA' si tagli sulla 
parallela condotta per H alla RO' la IIK uguale alla quarta pro- 
porzionale dopo m , n e la media proporzionale tra CA' , e CB' 
e si tiri la SK. Le parallele alla R'O' pe’ punti ove s ’ incontrano il 
cerchio che ha per diametro DG e 1’ iperbola che passa per A' e 
b tra gli asintoti O'R' , SO'K determinano sul cerchio dato i punti 
cercati. 

Se le quantità *, a! non sono di segno contrario cioè se i punti 
dati sono da una medesima parte rispetto al centro , come (Fig. 37 ) 
sono i punti A e B , per costruire 1’ equazione che abbiamo ritro- 


. p +/>* — r* 

vata porremo in essa t = — — —, , p 


ed x‘ avendo lo stesso si- 
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gnifìcato del n. 58 , ed avremo 1’ equazione 

[an(r a — a'pX— a'Qj 1 — r'jXCp— aX+p 3 — r 3 ] 
m[ (d-p)x'+r‘—p t ] 

= yj ^(r*+**— i*p)x>— r*) ^((r* + »'*— a*»*'— — r*)^ 


e facendo come nel n. citato 
che si avrà la seguente 


r*+* 


p — p 7— , è chiaro 

a* r r 2 y 7 


Composizione del problema. 

Trovati ad A , B i poli coniugati a , b si bisechino in D , E 
le A a, B 5 e la DE in F ; si conduca per F la HFH' perpendi- 
colare alla CA e si descriva col centro F ed intervallo la tangente 
FG il cerchio GH'H : indi congiunte le H'A , W'b , Il'R, H'D si tirino 
le Ha', H b' , H r 1 , H d'\ si prenda la B'S uguale alla A'R' , SI uguale 
alla media proporzionale tra GA e GB , e si elevi alla IA la per- 
pendicolare 1 K che stia a CB in ragion composta di n: rn , di 
AF : RF e di F b: FE; e condotta alla HH' la parallela R'O si 
tiri la SK. Le rette che uniscono il punto N co’ punti ove il cer- 
chio dato è incontrato dalle parallele alla HH' condotte pe’ punti 
comuni al cerchio descritto col centro F e raggio FD* ed all’iper- 
hola che passa per A' ed ha per asintoti OR' , OS determinano 
sul cerchio dato i punti cercati. 

Nel caso che uno de’ punti dati fosse sulla periferia del cerchio 
l’equazione rendendosi divisibile per r—t dal quarto grado si ri- 
duce al terzo ; ma le due soluzioni date hanno luogo tuttavia 
pe’ rispettivi casi, anzi si semplieizzano alquanto: in questo caso si 
potrebbe l’equazione costruire come abbiamo praticalo per l’equa- 
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«ione anche di terrò grado ottenuta nel n. 54 cioè ricorrendo alle 
forinole generali per la costruzione dell’ equazioni del terzo grado sta- 
bilite nel n. 49 ed essendo il calcolo da eseguirsi presso a poco simile 
a quello dell’ accennato n. 54 per non dilungarci lo tralasccremo , 
e faremo per le stesse ragioni osservare soltanto, che nel caso in cui 
nessuno de’ punti dati è sulla periferia del cerchio potremmo sup- 
porre r 2 -fa 2 — 2 xp = 2 a.'p—r 1 — *' 2 , e si otterrebbe così una solu- 
zione che potrebbe applicarsi qualunque sia la disposizione de’ punti 
dati , appunto come abbiamo pure veduto nel n. 58 Che se i 
punti dati sono ambedue sulla periferia del cerchio , 1’ equazione (4) 
ponendo *=r, si rende divisibile per (r — , e si 

riduce ad 

n V( r — OC r-j-Q = m{t — d) , 

nella quale deve prendersi il segno superiore se i punti dati sono 
in diverse parti rispetto al centro, 1’ inferiore se sono situali da 
una stessa parte. Nel primo caso essendo r 2 — / 2 =« 2 , si ha 

nu = rn(t — d ) , 

onde presa RN — u, e sulla perpendicolare condotta per N alla 
B'A' le NQ , 1NQ' uguali ad m , le RQ , RQ' incontreranno il 
cerchio ne’ punti cercali. Da ciò segue che 

Se da un punto qualunque R situato su di una retta RC che 
passa pel centro di un cerchio B"MM' , si elevi ad essa la per- 
pendicolare RE', condotta pel punto R una secante qualunque 
RM nel cerchio , se si tirino le rette MB", MA"E' ; e si meni MP 
parallela alla RE' , sarà sempre MP : PN : : B"M : ME'. 

Quindi i triangoli MPR , MB"E' saranno simili e perciò P angolo 
M'MA" =s A"B"M" ; ed i punti M',M" si troveranno su di una 
stessa perpendicolare alla CR. Allorché nell’ equazione trovata più 
sopra si prende il segno inferiore, si ottiene 

n(r— 0 = ± m(t — d) ; 
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in questo caso i due punti dati si riuniscono in un solo , e si vede 
che presi sulla CR due punti in modo che le loro distanze da A" 
ed R sieno fra loro come m : n , le perpendicolari condotte per 
rasi alla CA incontrano il cerchio dato ne’ punti cercati. Nell’ ipo- 
tesi che i punti dati si confondano in un sol punto il problema 
si riduce a tirare da un dato punto A ( Fig. 26 ) una retta AM 
in modo che sia la parte MF' compresa nel cerchio dato alla ME 
intercetta tra il punto M e la data retta come m : n. E 1 ’ equa- 
zione ( 3 ) ci dimostra che in generale può questo problema risol- 
versi con curve di secondo grado. Infatti ponendo in essa *'=* 
sparisce il radicale, ed essendo inoltre arbitraria la posizione del- 
1’ asse delle ascisse possiamo supporre che passi pel centro , onde 
) 3 =o , c 1 ’ equazione suddetta si riduce a 

ara (r 1 — u — a(t — a) — at — — 2*t) 

ed essendone il secondo membro preceduto dal doppio segno 
rappresenta due iperbole. Prendendo primieramente il segno supe- 
riore è chiaro che gli asintoti hanno rispettivamente per equazioni 


n ^ u — a(l — a) ^ =ra»^ u — at — 


ara (r 2 — a t) = ra^r'-f-a 2 — 2a t) : 

per trovare ora un punto della curva si osservi che ponendo 

u — at — òr=o si ha t== ~- L’ equazioni degli asintoti si costruiscono 

fàcilmente, la prima riflettendo, che esprime una parallela alla retta 

data e che quando u=o dando n(t — *) = t -J- se si prenda 

( Fig. 26 } il punto L fuori della retta AR" in modo che si abbia 
AL : LR" : : m : n passa per L 5 e la seconda ponendola sotto la 
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"(t— O'-C 





y»* ( 

si vede che presa C a' = — , e il punto S' in modo che le 

distanze che serba dal punto a' e dal punto di mezzo della a 1 A 
sieno fra loro come m: n , esprime la perpendicolare condotta alla 
CA pel punto S'. 


Composizione del problema. 

Presa C a' terza proporzionale dopo CA e il raggio si bisechi 
la A a' in D' c si prendano fuori delle D 'a' , R"A i punti S',L 
in modo che le loro distanze da’ punti a' , D' ; ed A, R" sieno 
nella ragione di rn: n ; indi condotte alla CA le perpendicolari 
S'O" , a'N si tiri alla data retta RR" la parallela LO". L’ iper- 
bola che ha per asintoti 0"L , 0"S' e passa per N incontra il 
cerchio dato ne’ punti cercati. 

Allorché nel secondo membro dell’ equazione ottenuta prendiamo 
il segno inferiore, rappresenta un’altra iperbola che si costruisce 
similmente, il punto N restalo stesso, soltanto i due punti L, Sva- 
rieranno di posizione ; poiché quantunque debba sempre essere 
AL : LR" :: a' S' : S'D' : : m : n , i punti L , S' devono prendersi ri- 
spettivamente tra R" ed A; a' e D'. 

Quando a = - , e - — — d ; si ha 

n G~ t X^0 =± K^)( r ~? - 

la quale apparisce come debba costruirsi. 

6g. Abbiamo veduto che il problema è di secondo grado , quando 
i punti dati sono sulla periferia del cerchio e la retta che li uni- 
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sce passa pel centro ed è perpendicolare alla data ; ma l’ equazione 
(3 , 68) ci dimostra che quantunque queste ultime condizioni non 
si avverino quando i punti dati sono sulla periferia del cerchio è 
di secondo grado il problema. Difatti ponendo nell’ equazione ci- 
tata , «'= — *, si ottiene 


— a(t — «)^= i mr(u — at — b ) «... (j) 
ia 

n — /)«-}- a(*4"*)«+ pu‘^—-\-mr(u — at — b)u , 


ossia 


e poiché a ? — /’= u 1 — 2/3 « , quest’ equazione sarà divisibile per « 
ed esprime per conseguenza un sistema di rette. Ma se in questo 
caso si applica ciò che abbiam detto nel n. 28 si perviene ad una 
soluzione più semplice. Infittii indicando con f , u' le coordinate 
di un punto qualunque della AM (Fig. 28) 1 ’ equazione di que- 
sta retta sarà 


y= 


e combinandola con quella del cerchio si ricaveranno le coordinate 
del punto d’ incontro M , c sarà 


— *) 


jld — *(8 — ») 
U ' * +■(£'— •)• 


« = a «' 


U» +(/•-»)' ’ 


e quindi sostituendo per t, u questi valori nell’equazione (1) si 
avrà 


2 nru' Qt 1 — a(t' — z)^ 

=±m [ j3«'— *>)— 


22 
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Ora potendosi stabilire fra f , u 1 una relazione ad arbitrio, fac- 
ciamo 

«' — af—b , 

e 1’ equazione precedente si ridurrà a 

a nru' — a /Su' — # 3 ) , 

ossia 

u 12 + f 1 — a(/3 ± 

Composizione del problema. 

Sulla perpendicolare condotta pel centro C alla retta AB si ta- 
glino le CD , CD' uguali alla quarta proporzionale dopo m , n e 
il raggio. I cerchi che hanno per centri i punti D , e D' , e pas- 
sano per A incontrando la retta data determinano la posizione dei 
punti E; cioè di quei punti che uniti con A fissano le posizioni 
della retta AM. 

70. Se invece del rapporto di MF : ME fosse dato il rettangolo 
formato da queste due rette , indicando con d il lato del qua- 
drato equivalente è chiaro che si avrebbe l’equazione 

a(r“ — fi 1 — *7+/3n)(n — at — 6)y'r , -fa 1 — 0 1 — 2a*-f-3/3« 

a(t — *) u ^ y — P 1 — a z't+ aj3a (1 ) 

la quale esprime in generale una linea del quinto ordine. Ma quando 
a = ^ ^ = — d' , (3— o , ed il punto B sulla periferia onde z'=r, 

cioè che il punto Bèl’ estremo del diametro che passa per A , 
e che la retta data è a questo diametro perpendicolare , essa si ri- 
duce a 

(d'—t) V a r(r— — a*/) = <**(/— <*) , 
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la quale si costruirà facilmente come altre volte abbiamo praticato 
distinguendo i due casi di » positiva o negativa , sccondochè i 
punti dati sono da una stessa parte rispetto al centro o in parti 

diverse. E nel primo caso si potrà pure porre t — r 

avendo p , x' il significalo esposto nei n. 56, 58 della quale sosti- 
tuzione ci siamo serviti anche nel n. 68. 

Se poi ambedue i punti sono sulla periferia ma non in direzione 
col centro essendo *'= — a ,# 7 -) } l’equazione (ì) rendesi di- 
visibile pel fattore y r 1 — — a n't+apu — ya , ed 
osservando che y(»’-i-*£ — / 3 «)(* 3 — ru , si ottiene 
a ru(u — at — b) = ^ (P(u — at a a) 

che esprime due iperbole le quali passano entrambe per A , hanno 
per asintoto comune la retta data , e per P altro asintoto la retta 

espressa dall’ equazione « = i 


Composizione del problema. 

Si formi sulla BF uguale al diametro il rettangolo BS' uguale 
al dato quadrato. L’iperbola che passando per A ha per asintoti 
OS' , OR incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

Costruendo il rettangolo al di sotto della BF si avrà l’asintoto 
dell’ altra iperbola. 

Da ciò risulta che 

Se da un punto qualunque A di un’ iperbola si tiri ad un 
asintoto la parallela AB e la perpendicolare AG, descritto ad ar- 
bitrio un cerchio che passi per A i tre rettangoli di MB in 
MA ; di M'B in M'A e di M"B in M"A saranno uguali fra loro 
ed al rettangolo di AG nel diametro del cerchio. 

Quindi comunque giri il cerchio intorno al punto A que’ tre 
rettangoli non cambiano , varierà bensì di posizione il punto B. 
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Se a = o ; cioè se la retta data è parallela alla congiungentc i punti 
dati , F equazione dell’ iperbola divenendo nru(u — ò)—-\rd 1 u , ov- 
vero u = o, u — b = -j- ci dimostra che P iperbola si cambia in 
due rette una delle quali è la congiungente i punti dati P altra 
una parallela alla retta data condotta alla distanza 

Allorché i punti dati si riuniscono in un sol punto facendo conte 
nel n. 68 *'— * , ( 3 — o , si ha P equazione 

a(r’ — — at — 6) — l cP(u — at-\-a») , 

la quale appartiene a due iperbole che hanno per asintoto comune 
la retta data, e per altro asintoto rispettivamente una delle rette 
date dall’ equazione fl(r* — cU) = -j- cf* , c passano ambedue pel 
punto determinato dalle equazioni r 1 — at—o, u — at-\~ ax=o: 
queste equazioni si costruiscono fàcilmente come altrove abbiam 

fatto. Cosi pure se a = - , e - = — cP , si ottiene P equazione 
a(r a — o.Ì%t—d') = ± <**(«—«) 

ossia 

(?■ -X~0-± £("*) 

. la quale apparisce come debba costruirsi. 

PROBLEMA XIX. 

71. Dati ( Fig. 29 ) il cerchio MA'D , il punto A e la retta 
BN , condurre pel punto A la AMN in modo che la parte MN 
intercetta fra il cerchio e la retta BN sia data. 

Si prendano per assi la perpendicolare e la parallela condotte 
alla BN pel centro C del cerchio , e si chiamino », fi ; t , u le 
coordinate de’ punti A , ed M ; a la CB e d la retta data alla 
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quale deve essere uguale la MN. Le equazioni del cerchio, della BN 
e della AM saranno 

x = a 

y- u = 3 (*- 0 ’ 

onde MN = *¥ , * essendo 1’ ascissa del punto 

N : quindi poiché x=a , avremo P equazione 

(a — — a xt — a/3u)= cP(t — a) 3 

che appartiene in generale ad una linea del terzo ordine. Ma se 
*— 1 * cioè che il ponto A è sulla periferia, csia in A' , allora 
avendosi per t=a , u=(ì si vede che questa curva incontra il cer- 
chio nel dato punto * , (3; e perciò il grado del problema può ab- 
bassarsi, e difatti essendo in questa ipotesi 

v, (r'-rt-?u)(r'-*i+tìu) 

= p » 

P equazione precedente rendesi divisibile pel fattore r 1 — otf— (3u e si 
riduce a 

9 r*(< — a) 3 = ({‘(r 1 — 

Quesu equazione appartiene ad una parabola che ha per diame- 
tro e per tangente corrispondente le rette date rispettivamente dalle 
equazioni 

t — a = o , r* — = o : 

per determinare un punto di quesu curva si rifletu che ponendo 
t — «= — d si ottiene r^-j-oU — (Su = o. 
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Composizione del problema. 


Condotta alla BN la parallela A'D c la perpendicolare CB, si elevino 
alla DCE le perpendicolari DI , EG , c presa BF uguale alla retta 
data si tiri alla BN la parallela FG. La parabola che ha IN per 
diametro, ID per tangente e passa per G incontra il cerchio ne’punti 
cercati. 

Se P = o, cioè che il punto A' cada in A" il punto I è inas- 
segnabile e la parabola si cambia in due rette espresse per l’equa- 
zione 

3 r(t—ay = (P(t+r) , 

ovvero 

(*_«)’_ £(*-«) = £(«+*) , 

la quale si costruisce facilmente. Se si volesse supporre che il punto 
A' cada nell’ altro estremo del diametro A"C si avrebbe l’ equa- 
zione 

£(*-«) + ^(«-r) = o. 

Allorché (3=o e il punto dato non è sulla periferia del cerchio 
V equazione di terzo grado che abbiamo ottenuta più sopra si ri- 
duce a 

(t — — 2 zt) = cP(t — *) 3 .... (ì), 

ed esprime tre rette parallele alla retta data nelle quali si cambia 
la linea del terzo ordine corrispondente all’equazione suddetta. 

Per costruire l’ equazione (ì) si porrà sotto la forma 


(,_ a )-(C±£ 
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fi* 

e facendo per brevità — ~ — = d' , t — a — x si 

r a» a* 

avrà 

x J +(a+d' — *')x 2 — ad'(* — a)x-f-d'(« — a)* = o. 

Quindi in virtìi dell’ equazioni (II'), (IIP) , (IV') del n. 4g, 
ponendo 

**+(<*+£*'— *'> = (*— a)y (a) , 

otterremo 

xy — a d'x -f* d'(* — a) = o ( 5 ) 

x> + y + («+3d' — »')x— (ad'+* — a)y + d'(a+d' — ot')=o . . . .(4) , 

ed »1 punto comune al cerchio espresso da questa equazione cd 
all’ iperbola dell’ equazione ( 3 ) che non deve considerarsi , è deter- 
minato dall’ ascissa x = — df , e dall’ ordinata y = ìdf oc — a. 

Pertanto supponendo che A'" sia il punto dato si avrà per questo 
caso la seguente 

Composizione del problema. 

Essendo a il polo coniugalo ad A'" si bisechi la aA'" in li c 
presa la BO uguale alla terza proporzionale dopo CA'" e la retta 
data si porti la BA'" da O in K ; indi condotte alla CA'" le 
parallele OR , KL si taglino le KL , IIP uguali alla metà della 
BO e si unisca la PL. Le parallele alla BK pc’ punti comuni al- 
f iperbola descritta tra gli asintoti OR , OK e che passa per L ed 
al cerchio che ha per diametro PL incontrano il cerchio dato 
ne 1 punti cercati. 
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PROBLEMA XX. 

73 . Dati (Fig. 3o ) i due cerchi NDB, MDB , ed il punto A 
tirare la AM in modo che la parte MN intercetta fra i due 
cerchi sia data. 

Si prenda per asse delle ascisse la CD' fissando in C 1* origine , 
e si chiamino «, (3 ; t , u le coordinate de’ punti A ed M ; a la 
CC' cd r , d i raggi de’ due cerchi NDB, MDB. Le equazioni di 
questi cerchi e della AMN saranno rispettivamente 


**+**=»* (1) 

ay =/* ( 2 ) 


< 3 )> 

e quindi avremo 

MN = 

l — * 

* essendo l’ ascissa del punto N. Questo valore di x si ricava eli- 
minando la y dalie equazioni (1) , (3) e quindi indicando con d 
la retta data si otterrà l’ equazione 

« *+<*— »<±Vr*[(u— ji>* +(<—»)*]— (»»— ft) * A 

V(“-/0*+('— )* = 

la quale , essendo in virtù dèlia (a) 

u'+(t^af = r>\ 

dinota una curva del quarto grado. Ma nel caso di , 

cioè che il punto dato sia sulla periferia del cerchio NDB , come 
A', si riduce ad 

« ' + 1 ’ — fri — * t+(r' — jìu — ni) j 

V(“~ /*)*+(*-•)* 
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Allorché in quest’ equazione prendiamo il segno superiore essa 

si riduce a y(n — /3) 2 -f-(< — u.) 2 = d , ed esprime il cerchio descritto 
col centro A' ed intervallo la retta data c questo cerchio incontra 
il cerchio MDB in que’ punti che danno A'M uguale alla retta 
data: facendo uso poi del segno inferiore, si ottiene 

aat+r'* — a*— r * j 

\i at+r" — — ifiu — i 

ossia 

(aai-f-r' 2 — a 2 — r 2 ) 2 = d*(2 at-^d 2 — a’-j-r 2 — 3j9n— a*/). 

Quest’equazione appartiene ad una parabola che ha per diame- 
tro e per tangente rispettivamente le rette indicate dalle equa- 
zioni 

a al H~ r 12 — a 2 — r 2 — o 
a at -J- r 12 — a 2 -j-r 2 — a/5 u — 2 xt— o. 

Di queste equazioni è chiaro che la prima appartiene alla £D ; 
la seconda ad una retta perpendicolare alla C'A' e che incontra 
la retta espressa dalla prima nello stesso punto ove 1’ incontra la 
retta data dall’equazione «u-t-/3f=r 2 . Per assegnare un punto della 
parabola osserveremo che ponendo nell’ equazione che la rappre- 
senta pu-j-*t = r 2 si ottiene naZ-f-r' 2 — a 2 — r‘=d 1 . 


Composizione del problema. 

Presa EF terza proporzionale al doppio di CC' ed alla retta data, 
si tirino alle A'G , CC' le perpendicolari A'I , FG , e si abbassi 
sulla C'A' la perpendicolare IH. La parabola che ha IH per tan- 
gente , IE per diametro e passa per G incontra il cerchio MDB 
ne’ pumi cercati. 

a3 
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È da avvertirsi che se i cerchi dati non s’ incontrano , la BD 
non è data immediatamente, ma si potrà allora determinare prendendo 

CE = - a+ , ovvero descrivendo co* punti C , C' come cen- 

tri due cerchi in modo che la differenza de’ quadrati de’ loro raggi 
sia uguale alla differenza che passa tra i quadrati de’ raggi dati , 
e la DB passerà pe’ punti ove essi s’ incontrano. (*) 


(*) Nel d. 67 abbiamo costruita 1 ’ equazione 

r* 4- »* 4. 0* — — ipu =d‘, 


ed abbiamo trovato che denotava (Fig. a 5 ) la retta E'G 1 : invece di determi- 
nare come in quel n. si è praticato il punto E' possiamo cercare i punti e , e* 
ove la E'G* incontra il cerchio , allora combinando l’ equazione precedente con 
quella del cerchio che c u*-f t*=r’ , se ne ricava 

(u — £)* + (t — *)* = d’ , 

e quindi si vede che descritto col centro B ed intervallo la ietta data un cer- 
chio questo incontra il dato ne’ punti e, é. Per tal modo la costruzione della 
E'G 1 riesce più semplice ; ma non l’ abbiamo ivi esposta , perche potrebbe darsi 
che il cerchio descriuo col centro B e raggio d non intersechi il dato , cd 
allora quantunque si potrebbe usare il ripiego indicato qui sopra , pure non è 
preferibile la soluzione che si otterrebbe a quella esposta, nel n. citato. Cosi 
pure nel n. 19 per costruire 1’ equazione 




m sen$ 
sen/ 



potevamo cercare i punti ove la retta che essa rappresenta incontra (Fig. 7) 
il cerchio A'M , e tenendo presente l'equazione avremmo veduto 

che questi punti sono dati dall' intersezione del cerchio A'M col cerchio dato 
dall’ equazione 


( 


I 


msen? 

«se 


> 


u’+t‘) — pu — 



msen? 

nsen*' 



o. 
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In questo caso se (3=o , cd * = r si ha 1’ equazione 

(a at +r' 3 — r*) 1 — o’+r 3 ±art) , 

la quale esprime due rette parallele all’asse delle y nelle quali 
si trasforma la parabola. Ponendo 

. aaZ -f- r 12 — a 3 — r 3 = dx , 

. > I i . t ■ . : ! : . ! . : 

si ottiene primieramente 

1 

x 3 =a<*/ -p r 13 — a’-p^iart. . . . ( 4 ) 

e quindi > 

* -(<* ± * s(fcb , > W *) : 

quest’ equazione si costruisce facilmente, e trovato il valore di x 
non è necessario determinare quello di t , poiché P equazione (4) 
ci dimostra che il cerchio descritto col punto dato come centro 
e col raggio x incontra il cerchio MDB ne' punti cercati. 


Questo cerchio è evidente che passa pel ponto C , ed ha per diametro la 
retta che va dal ponto C al punto della DD* le cui distanze da D , D* sono 
fra loro come m sen* : n senf' , e dovendo poi pe’ pumi suddetti condurre ai 
cerchio dato le tangenti , si vede che esse passano pel punto che si è deter- 
minato nel modo indicato sulla DD'. Quindi dovendo prendersi il rapporto 


— -, col doppio segno + ne segue che pel caso csamiaato nel n. suddetto si 
sen^' 

potrebbe avere la seguente soluzione : si prendano sulla DD 1 due punti le cui 
distanze da D e D' sicno nel rapporto di L'H': LI, e le tangenti condotte 
al cerchio dato per questi punti saranno le rette cercate. Ma come questa so- 
luzione non è in effetti molto più semplice di quella che nel summentovato 
n. abbiamo riportata ; così abbiamo creduto preferire ivi quest’ ultima perchè 
si accordava più con le soluzioni esposte per gli altri casi dello stesso problema. 
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PROBLEMA XXI. 


73. Appoggiandosi sempre (Fig. 3i) i vertici A e B del triangolo 
AMB sulle date rette OAx , OB si cerca la curva descritta dal- 
V altro vertice M. 

Si prenda per asse delle ascisse la OAx ed 0 per origine , e 
si denotino con t , u le coordinate del punto M e con f la OA , 
si avrà per l’equazione della MA 


y=-pj( x —‘ O; 

dippìù essendo dato il triangolo MAB , sarà cognito l’ angolo MAB ; 
onde chiamandone a la tangente trigonometrica l’equazione della 
AB sarà 




e quindi 


BA = ^-VCl+a^K-Hz-O 2 ] 

t—t'+au 


ove x è l’ascissa del punto B. Per trovarla sia 

y — a'x 

1’ equazione della OB , questa insieme coll’ equazione della AB dà 

t'+au) 


X—f — 


( l +aaf )u — (u' — i 1 ) 


> 


e quindi chiamando b la AB , si avrà 


aVyi+o» t 1 )» , 

( 1 +aa l )u — (o'+a)(f — t') 
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ed osservando che chiamando d la AM si ha 


ponendo per brevità 

(l+oa / )i_ (o* + a)b _ 

Tft y - R y 

, o'V«+o* o'Vl+a* 


otterremo 


dd 

mu — n(t — £*) 


ed eliminando t' dalla ( 1 ) e da questa equazione , si avrà un’ equa- 
zione fra tyU che apparterrà alla curva cercata. Dalla prima si 
ha t — yd 2 — u 2 , onde la seconda diviene 

mu — n\d ‘ — «* 1 * 

che liberata dal radicale dà 


(dt—muf= (d-n)X<?—u 2 ). . . .(a) r 

equazione spettante ad un’ ellisse di cui O n’ è il centro ; ma pel 
doppio segno esistente ne’ valori di m , n ne dinota due , è chiaro 
poi dall’ equazione della AB che quando prendiamo i segni supe- 
riori, si considera il triangolo situato come lo dimostra là figura , 
quando facciamo uso degl’ inferiori in parte opposta : noi considere- 
remo il primo caso. 

Ponendo nell’ equazione (a) w — j-d si ha (dt — muf—o onde 
abbiamo che due rette parallele all'asse delle x alla distanza d 
toccano la curva ne’punti ove sono incontrate dalla retta dell’equa- 
zione dt—mu questa adunque è la posiziono del diametro coniu- 
gato a Cx , quindi allorché il triangolo AMB si situa in modo 
che la AM è perpendicolare ad OA la congiungente il punto O 
col punto M è il semidiametro coniugato ad 0* , e poiché nell’ equa- 
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zione dtz=mu per u=d viene t=m , queste sono le coordinate 

del punto M in quella posizione ; il semidiametro secondo Ox si ha 

immediatamente poiché nell’equazione ( 3 ) u=o dà t=d — n. 

Avendo ritrovato che i determinanti della curva dipendono dalle 

quantità m, n passiamo a costruirle: a tal’ uopo si rifletta che essendo 

(al — a)b al — a Vi + o'* . . .. 

n = — = .. . — b , e denotando il primo lat- 

d\l+a' Vi+a*V‘+“'‘ * 

tore il seno dell’ angolo differenza de’ due BOA , MAB , ossia , 
fatto l’angolo BCM = BOA, dell’angolo CBA ; e’1 terzo essendo 

V unità divisa pel seno dell’angolo BOA, sarà n = .^. -= CA, 

scn UCiA 

e quindi presa OA' = MC , sarà OA' un semidiametro. Il valore 

tang CBA , onde se 


di m si otterrà osservando che = — — —, 

m 1 +aar 

la DE perpendicolare a BC è uguale CA , sarà BD = m. 


Composizione del problema. 


Fatto l’angolo BCM uguale all’angolo 0 , si tiri DE perpendi- 
colare a BC ed uguale a CA ; indi prese le OA' , OF uguali alle 
MC , BD si elevi FB' perpendicolare ad OA ed uguale ad MA. 

L’ ellisse che ha OA' , OB' per semidiametri coniugali è la lo- 
cale de J punti M. 

Allorché si prendono i segni inferiori la costruzione è la stessa 
soltanto 1’ angolo BCM si dee fare dall’altra parte. 

Nel caso che d — n=o .la curva si cambia in una retta ciò accade 
quando il punto C cade in M cioè che l’angolo BMA è il sup- 
plemento di BOA, una tal retta ha per equazione dl=mu t ossia 

u =— t — a — t =■ tang MBA. t 

Nel caso che il punto M fosse sulla AB la costruzione diventa 


molto più semplice, poiché essendo a=o , si ha n = b , m = 


b 

?» 
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onde condotta ad 0* una perpendicolare FG uguale alla retta data 
prese le FB', OA' uguali ad AM', BM' l’ eli use avrà per semidia- 
metri OA' , OB'. 

PROBLEMA XXII. 

74. Condurre (Fig. 3a) pel dato punto A la NAM in modo che 
incontrando le rette OMx, ONy sia data la MN. 

Presi per assi le O* , Oy si chiamino * e /3 le coordinate del punto 
A ; x la OM , ed y la ON ; 1* equazione della MN sarà 


y-y = -.Z x ' 

che dovendo passare per A , si avrà 

x(j-p)=*y (1) , 

e chiamando c il coseno dell’ angolo y Ox avremo 
MN = d = \x*+y * — a cxy (a). 


Avendo ritrovate due equazioni in x, y da queste due possiamo 
eliminare una qualunque delle due ignote , e costruire P equazione 
di quarto grado che ne risulta , o pure , ciò che è più elegante , 
costruire i luoghi geometrici che ciascuna delle equazioni (i)e (a) 
rappresenta considerando x , y come coordinate di un punto; ciò 
posto è chiaro che 1’ equazione (1) rappresenta una ipcrbola e 
la (a) un’ ellisse ; ma questa equazione cambiandovi * in — ,v ap- 
partiene ad un cerchio , dunque poiché quando in due equazioni 
fra due variabili un’ incognita si cambia comunque sì nell’ una che 
nell’ altra non si altera il valore della rimanente ignota possiamo 
cambiare * in — x anche nell’equazione (t) e cercare di costruire 


le equazioni 

x(y—P)+*y=o (i') 

' • x'+y+zcxyssd 1 ( 2 '). 
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Or siccome non è il punto d’ incontro che dobbiam ritrovare , 
ma bensì il valore della y e portarlo da O verso N per quindi 
unire N con A , queste due equazioni possiamo costruirle ad un 
sistema d’ assi qualunque , purché sieno inclinati sotto un’ angolo 
avente c per coseno. Cerchiamo perciò, se è possibile, di sta- 
bilire in modo la posizione degli assi rispetto ad 0*, O y, che il 
punto x , y nel quale s' incontrano Je curve date dalle equazio- 
ni (i'), (a') sia sulla retta MN: sieno fi 1 le coordinate della nuova 
origine , costruite 1’ equazioni (i') e (a') rispetto a questi assi 
il loro punto comune che ha per coordinate*,^, avrà per coordinate 
rispetto agli assi 0* , 0 y, *+*' , y-\-fi' e poiché abbiamo cambiato 

* in — * bisogna che sostituendo nell’ equazione y' — y = — -*' ad 
x 1 , y ; x ' — * , y+fi' si avveri 1’ equazione fi 1 — — - (*' — x) ossia 

X 

x(y — fi')=a'y che ne risulta, avendo riguardo all’ equazione (ì) , 
ed è chiaro che si soddisfa a ciò facendo x'—x , fi'— fi- Essendosi 
in tal modo ritrovato che la nuova origine è in A imprendiamo 
a costruire le dette equazioni , la prima' esprime un’ iperbole avente 
per asintoti le rette delle equazioni x = — x,y = fi ossia, presa 
AB=OA, laONe la BC parallela ad OM; l’equazione ( 2 ') poi è 
chiaro che dinota il cerchio descritto col centro A e raggio la data 
retta d. , 


Composizione del problema. 

Presa AB= OA si tiri alla OM la parallela BC. Le rette che 
uniscono il punto A co’ punti ove 1’ iperbole descritta tra gli asin- 
toti CO , GB c che passa per A incontra il cerchio avente A per 
centro e raggio MN sono le rette cercate. 

Si perviene più direttamente a questa medesima soluzione se in 
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vece di chiamare x, y le OM ON , prendiamo giusta le norme 
indicate nel n. a8 per ignote le coordinate t, u di un punto qua- 
lunque della ME ; di fatto l’ equazione della NAM essendo allora 

y—p=^EÌ( X —*) 

ponendo successivamente x=o , y= o si ha ON = ^ ™ , 

OM = — — — — onde 

MN = V(u—pf+(t—*y+ 2 cu(t—<x) = d. ' 

?X ‘— *) 

Or siccome il punto t , u non ò determinato ; ma è un de’punti 
della MN si può fra t , ed u stabilire un’ equazione ad arbitrio 
purché questa non limiti la possibilità del problema , la più adatta 
come è chiaro è 

(u — /3 y-jr(t — ac(« — — <*)= cP 
che riduce l’ equazione ottenuta ad 

(/s — — xu , 

ed è evidente che queste due equazioni sono appunto le(i'),(3') 
riferite agli assi Ox,Oy. 

Volendo sostituire l’ellisse all’ iperbola si ponga nell’ equazio- 
ne (a') il valore di xy preso dalla ( 1 ') e si avrà 

a: 1 -f- y 3 — a c(xy — fix) = dP 

la quale appartiene ad un’ellisse, il suo centro ha per coordinale 
q 3 , — ex, due semidiametri coniugati sono rispettivamente paralleli ad 
OM, ON, c sono entrambi uguali a 

Finalmente se si cercasse la parabola , che passa pe* quattro punti 
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ove il cerchio incontra l’ iperbola, è chiaro che i primi tre ter- 
mini dovrebbero essere della forma y*-\-x* — a xy or possiamo ren- 
dere 1’ equazione (a') di questa forma , aggiungendo, e sottraendo 
la quantità oxy , e sostituendo ad xy nell’ altro termine che ri- 
mane il suo valore: si avrà per tal guisa l’equazione 

(y— xy— 3(i+c)(ay— /Sx) = d 1 

che si può fàcilmente costruire. Questa equazione rappresenta due 
rette nel caso di « = (3 , poiché diviene 

(Y—xf—ùa( 1 4-c)0— *) = cl 1 , 
e quindi per questo caso avremo la seguente 

Composizione del problema. 

Prese sulla AG normale ad 0 y GH uguale alla retta data e 
sulla 0 y le GL, Gl uguali ad OH si taglino sulla Ox le OL', 0/' 
uguali alle OL, 0/. I punti ove le rette LL', IP incontrano il 
cerchio descritto col centro A , ed intervallo GH uniti con A fis- 
sano le posizioni della retta cercata. 

I quattro punti L , L ' , /, P sono in un cerchio che si può 
facilmente determinare poiché è chiaro che condotta OK perpendi- 
colare ad OA , K ne è il centro , e presa OR uguale alla data 
retta GII passa per R , onde descrivendo 1’ arco LR/'/L' si hanno 
ad un tempo i quattro punti L,L ',l,P. 

Quando il punto è comunque situato rispetto alle rette Ox , Oy 
l’ iperbola che si é trovata non dipende dalla grandezza della retta 
data , né dall’ assoluta posizione del punto dato dipendono gli asin- 
toti poiché se il punto sia dovunque sulla parallela ad Ox condotta 
per A , la CB è data di posizione; varierà bensì l’ iperbola perché 
deve passare per A. Da ciò si deduce la seguente proprietà dell’ iper- 
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boia , e che potrebbe essere un lemma pel problema di cui si 
tratta. 

Se un’ iperbato ha per asintoti CO , CB e passa per un punto 
A , e prolungato il semidiametro CA in D, ( Fig. 3a. ) finché sia 
AD uguale a CA , pel punto D si tiri ad un asintoto CB la pa- 
rallela DO , condotta pel punto A una retta qualunque , le 
parti di essa frapposte nell’ iperbola e nell’ angolo COM sono 
uguali. 

Ciò è facile a provarsi, poiché se NAM è la posizione delia 
retta che passa per A, presa EF = NA, F è l’altro punto del- 
l’ iperbola ; onde AF è la parte intercetta nell’ iperbola , ma 
essendo CA = AD , anche EA ossia FN = AM , dunque 
FA = NM. 

Se dopo aver ottenute le equazioni ( 1 ) e ( 3 ) si elimini la x 
ola y , supponiamo la prima , 1’ equazione di quarto grado che 
ne risulta nel caso di <x = jì si riduce ad 

y'— a#(i-f-c:|y s +[aa 3 ( t-f-c) — <f]y 3 + aacPy— dV= o , 

la quale benché di quarto grado dovrà scindersi in due di secon- 
do ; vediamo perciò di ricercare in generale la condizione che deve 
passare tra i coefficienti di un’ equazione qualunque di quarto gra- 
do , supponendo che sieno razionali , perchè possa risolversi in due 
di secondo. Sieno 

... (I) 

f equazione proposta , ed 

x 3 -J-7TMT-i-n=o , x'+m'x+n' = o 

due fattori di secondo grado di essa : moltiplicandoli si avrà 1’ equa- 
zione 
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, che dovendo essere identica alla proposta sarà 

; n-^n'+mm' = b ; mn'-\-m'n=c ; nn' = d 
e ponendo mm' = z queste equazioni si riducono ad 

m-bm'=a , mm'=z , n-\-n‘ = b — z , nn 1 = d , mn'-j-m'n — c, 
dalle prime quattro risulta 

a+V«*— a +V°* — 4* 
m =-^~ — » m== — ; — ’ 

b— s+V(A-*)*— 4d _» _ *)’— 4<* 

' «= 1 » n — a 

e sostituendo questi valori nella quinta , si ottiene 
a(A — z V [a? — 4 Z )[(ò — z )* — 4 d] == ac , 
che sviluppata diviene 

z i —%bz' m \^<xc-\~b*—/yd')z~\'C*-\-ci'd — abe = o . . . ■ (III)- 
Or se 1’ equazione proposta si può risolvere in due di secondo 
grado bisogna che le radici di questa equazione sieno affette sol- 
tanto da radicali quadrali , e quindi una radice almeno deve essere 
razionale, che sarà per conseguenza un de’ fattori dell’ ultimo ter- 
mine; adunque affinchè l’equazione proposta si possa scindere in 
due di secondo grado , l’ equazione (III) deve essere avverata da 
uno de’ fattori dell’ ultimo termine. 

Trovato un valore di z si sostituirà nell’ equazioni (II) , e si 
avranno le quantità m , n , m‘ , n 1 ; resta ora a vedere qual segno 
debba darsi a’ radicali. A tal’ uopo si osservi che 

a(b — z) — ac = + Va ’ — 42 y (Jb — zf — t*d ; 
onde bisogna prendere 

n+V“’ — 4* 1 °4-V a ‘ — 4* 

m = — , to ' = — 

a ’ a 

n — è— »±V !>-»)*— 4^ n , _ 

2 ’ a 
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a+V“* — 4* „i fl +V a * — 4* 

»* * a 


b — 1 ) % — 4 d , b — i + \(b — *)* — itd 

1 ’ a 

se a(b — x)<ac. 

È facile ora il vedere che in ciascun caso il far uso una volta 
de’ segni superiori , ed un’ altra degl’ inferiori , porta il cambiamento 
di m ed n , in m! , n‘ ; e perciò i fattori dell’ equazione proposta 
sono gli stessi , quindi per ogni valore di z non si ha che una 
sola coppia di fattori , dacché si rileva che in generale un’ equa- 
zione di quarto grado, si può in tre modi decomporre in fattori 
di secondo grado. 

Applichiamo ora le forinole trovate all’ equazione ottenuta eli- 
minando x dalle equazioni ( 1 ), (a) del n. precedente ; e poiché 
si ha 

a— — aa(i+c) , £=a* a (i+c) — cP , c=x 2 mT, d= — tPd 1 
l’equazione (III) diverrà 

z 5 — 3[3(t+c)* a — 4 *^— Scalzi 

+ 4 » , rP[(i+c)V-cd 1 )}= °* 

Sostituendo ora in questa in luogo di z i fattori dell’ ultimo ter- 
mine si vedrà che — tP l’ avvera , onde z — — d 1 , e dividendo 
1 ’ equazione per z-f-cf 1 , si troverà un’ equazione di secondo grado 
dalla quale si ricaveranno gli altri valori di z. Facendo uso del 
valore — d 1 , poiché a(b — z)<ac, si avrà 

w» ==— m ' =— 

n =* a (t+c) — «ystXt+cy+d 1 , rì = * a (i+c)+»y# , (i+c) J +rf 1 
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c T equazione di quarto grado si decomporrà nelle due 
y+my—mz = o , y—m'y + m'« = o 
ove m ha il valore assegnato più sopra , ed m' il valore ritrovato 
preso col segno contrario. 

Per costruire i valori di y cerchiamo di trovar prima quelli delle 
due quantità m , m 1 : questi li otterremo osservando che essendo 
m-f-m' = — a*(i+c), mm' — — cP, m ed m' sono le radici dell’equa- 
zione * , + a*(i4-c)x=cf I , e quindi uguali a — OL, — Oi Dunque 
prolungando la 0/ in modo che il rettangolo della tutta nella parte 
prolungata uguagli il rettangolo di 0 / in PA , c dividendo OL 
in modo che il rettangolo delle parti pareggi quello di OL in AP 
si hanno quattro punti sulla 0 y che uniti con A danno le posi- 
zioni della retta cercata. 

Le quantità m , m! ; n , n' si possono in generale sempre co- 
struire come radici di un’ equazione di secondo grado poiché è 
chiaro che m , m! soddisfanno all’ equazione x 2 — ar-J-z = o , ed 
n , n' avverano l’equazione x 2 — ( b — z)x~ir d—o. 

PROBLEMA XXIII. 

76 Date due curve del secondo ordine trovare il luogo geome- 
trico de’ punti dai quali condotte le due tangenti ad una delle 
curve date la retta che patssa pe’ punti di contatto tocchi Poltra. 

Presi sulle curve date due punti in modo che la tangente per 
»iuo sia parallela al diametro condotto per l’altro punto nella curva 
su cui si trova , si fissi in uno di essi l’origine , e prendami per 
assi il diametro e la tangente per lo stesso punto condotti. Chia- 
mando a c (2 le coordinate dell’ altro punto , è chiaro che le equa- 
zioni delle curve date saranno della forma 

y 1 =amx -f- nx 2 (1) 

(x-z) 2 =am'(y— P)+n'(y— pf (a). 
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Gò posto se denotiamo con / ed u le coordinale de’ punti cer- 
cati, essendo y le coordinate del punto ove la tangente con- 
dotta pel punto t,u alla curva dell’ equazione ( 1 ) la tocca, la sua 
equazione sarà (Il , il) 

e dovendo passare pel punto t, u si ha 

uy=(m-\-nt)x-\-mt. . . . (3) 

che palesemente esprime la retta de’ contatti, e poiché questa deve 
toccare la curva dell’equazione (a) ; si avrà (I, 11 ) l’equazione 
«'[(*« -J- m)t — Pu-j^mnY ■+■ ani' [(*/i + m)t — fiu + *m] u » 

-i -m 12 (m +ntf]—°-" ( 4 )> 

la quale dinota una curva di secondo ordine. 

Nel caso che una delle due curve date è parabola per esempio 
quella dell’ equazione ( 1 ) essendo n = o, si ottiene 

(mt+ma.— pu)(n'(mt+ma.— /3uyìr2'n'u^+m 7 m' :t =o. . . .(5) 

equazione che appartiene ad una iperbola i cui asintoti sono le rette 
delle equazioni 

m(/+a) — (3u=o , n'm^t+a) — (n'ft — a m')u = o. 

Per assegnare queste rette si osservi primieramente che passano 
ambedue pel punto avente per coordinale u=o, t— — *: dippiù 
ponendo u = m, dalla prima delle equazioni precedenti si ha 

e dall’ altra /-}"* — P — j che sono appunto i va- 
lori che prende y nell’equazione (a) quando si fa * = *: per tro- 
vare un punto dell’ iperbola si ponga u—o nella sua equazione e 
si avtà 

«'(/+*)’ +n»' a =o, onde = ~ 
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e questa espressione si costruisce facilmenre perchè pareggia il se- 
midiametro parallelo all'asse delle x della curva data dall’equazione (a), 
come apparisce dalla stessa equazione. 

Composizione del problema. 

Condotto (Fig. 35) pel centro C il diametro aA parallelo a quelli 
della parabola ed il coniugato BCD* , pel punto di mezzo della DD' 
si guidi a CA la parallela OEx, indi prese le IO, EG, EF uguali 
alle EI , EO ed al semiparametro ; e sulla FR parallela ad Le le 
FR , FS uguali alle G b , GB si tirino le OS , OR e si porli la CA 
da O in A'. 

L’iperbola che passa per A' tra gli asintoti R'O, OS è la locale 
cercata. 

Abbiamo supposto nella figura che la curva dell’ equazione (a) 

sia un’ellisse, onde essendo n' negativa ^ — — = CA è 

reale ; ma se fosse un’ ipcrbola di cui GB ne dinotasse il semidiame- 
tro trasverso OA'=CA sarebbe immaginaria ; tuttavia essendo A' un 
de’ punti immaginari della curva cioè uno degli estremi de’ semi- 
diametri secondari , anche può servire per la descrizione della cur- 
va. Infatti è evidente ebe se pei punto A' si tiri alia OR la pa- 
rallela A'H presa la HB' uguale alla HA' sarà B' un punto pel 
quale passa 1’ iperbola , essendo OB' il semidiametro coniugato 
ad OA'. 

Se CA è che incontra 1’ iperbola data allora non potendola in- 
contrare B b sarebbe fi immaginaria , c quindi la locale avrebbe il 
centro ma non gli asintoti; sarebbe adunque un’ ellisse. Di fatto chia- 
mando fi 1 l’ordinata del centro, a e b i semidiametri CA e CB , 

si ha primieramente fi ( ciò che riduce l’equazione (5) ad 

(mt+m?. — fi'uY — — "t— u 1 4- o; 

» n" n 
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iua — r = b y — 1 , — = — a 3 , dunque si avrà 

pu ^ —a 1 ni 1 

equazione appartenente ad un’ ellisse il cui centro è chiaro che ha per 
coordinate t= — *,u=o, onde presa IO = IE sarà 0 il centro, e 
poiché u — o dà #-f-« = a , se facciamo OA' = a sarà OA' 
un semidiametro : per trovare il coniugato si osservi che tutte le 
rette ad esso parallele devono avere tali equazioni che unite a 
quella dell’ ellisse dieno per u valori uguali e di segno contrario 
alla qual condizione come palesemente ci addita la forma dell’ equa- 
zione dell’ ellisse soddisfanno le rette parallele a quella dell’ equa- 
zione 

— fì'u =0 


che passando per O darà la posizione del diametro coniugato ad 
OA'. Questa equazione si costruirà prendendo EF = m ed FL = FC , 
e la OL sarà la retta che essa rappresenta ; inoltre se si rifletta 

che quando m (t + *) — ji'u = 0 si ha « = ne risulta che 


presa OB' = 


«.OL 

b 


sarà OB' il semidiametro cercato. 


Si osservi che restando OA ed OB della stessa grandezza l’ iper- 
bola che si è trovata avea per semidiametro trasverso OA' e per con- 
iugato OB' , e quando 1’ iperbola data incontrava il semidiametro 
OA la locale cercata intersecava OB' , onde 

Se co’ medesimi diametri uno de’ quali sia parallelo a quelli 
della parabola si descriva un’ ellisse e le due iperbole coniugale, 
le locali saranno anche un ellisse e due iperbole coniugate, ed il 
diametro parallelo a quelli della parabola è uguale al corrispon- 
dente nella curva data. 

inoltre se supponiamo che fosse data la medesima parabola Klé, c 

a5 
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l’iperbola descritta co’ semidiametri OA', OB' , e che incontri OA' ; la 
locale sarebbe un’ ellisse , dippiù poiché dall’ equazione della OL po- 

nendovi u=f}' si ha t-j-* = — , risolta che GN = HP , c che la tan- 

m r \ ; 

gente per N è parallela ad OL; quindi C è il centro dell’ellisse 
cercata , e CA un semidiametro , la posizione del coniugato doven- 
dosi per l’osservazione ora fatta prendere 01 = IE e congiungere C con 
E si vede che è B b , resta ora a trovarne la lunghezza che sappiamo 

dover essere — =ò=CB , onde la locale sarà 1’ ellisse B«A , 

donde ne segue che 

Se data un’ ellisse ed una parabola si trovi la locale de 1 punti 
da' quali condotte le due tangenti alla parabola , la retta de ’ con- 
tatti tocchi r ellisse , e si prendano per curve date questa lo- 
cale che è un’ iperbola e la parabola , la locale che ne risulta, 
supponendo sempre che alla parabola debbansi tirare le tan- 
genti , sarà l’ ellisse data da prima. 

Ciò si verifica in generale qualunque sieno le curve date come 
ciascuno potrà rilevare da quanto segue. 

Potrebbe darsi il caso che uno degli asintoti dell’ iperbola fosse 
parallelo a’ diametri della parabola, allora supponendo l’asse delle 
ordinate parallelo all’ altro asintoto , 1’ equazione (a) essendo della 
forma 

(*-*)0-/3) = d? (a') 

l’equazione (5) viene rimpiazzata da 

(mt 4- ma. — (àuy-\-l i d l mu — o, 

ove come si vede dall’ equazione (a') * e fi sono le coordinate del 
centro dell’ iperbola: questa equazione appartiene ad una parabola 
e poiché per m=o si ha (<-{-*)* = o , nc segue che presa IO=IE 
sarà O un punto della parabola ed 01 la tangente a questo punto. 
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11 diametro condotto per 0 è chiaro poi clic ha per equazione 

Pu=o , 

. . > . : L . : -.1 ;>. ^ i.t 1 • ■ 

che abbiamo già veduto come debba costruirsi, inoltre u= — m dando 
*+*= — /3-f -nd si ha immediatamente un punto e con questi dati 
potrà costruirsi la parabola. 

77 . Se neirequazione (5) del n. precedente anche n' fosse nulla; 
cioè se fossero date due parabole, divenendo GB e quindi SF infi- 
nita l’asintoto OS si confonderebbe con Or; ma il punto A' di- 
verebbe allora inassegnabile : pertanto 1 ’ equazione suddetta ridu- 
cendosi a 

mtL—{2u)u -f- rrfm' = 0 , 


ossia 


, . a . mm! 1 

(* 4 - « — — «)«+ = 0 

v ’ m * 1 

si scorge che l’ iperhola ha per asintoti OR , 0* e per potenza 
, dippiù poiché ponendo u=m si ha *-{-*=£ — — presa (Fig.54) 

/ ' * J 

RL = — passerà per L. Se to' è negativa cioè se la parabola scorre 

secondo le y negative ossia da 1' verso E la RL si prenderà in 
senso opposto. . 


Composizione del problema. 

* 

Presi sulle parabole i punti I ed I' in modo che la tangente 
per uno sia parallela al diametro condotto per 1’ altro, c le IO, EF,EG 
uguali ad IE , al semiparamelro di KI£ , ed alla EO ; si taglino 
sulla FR parallela ad Ox le FR, RL uguali a Gl' , ed alla quarta 
pane del parametro di K'Vt 1 , e si tiri la RO. L’ iperbola avente 

OR , OS per asintoti c che passa per L è la locale cercata. 

* 
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Se le parabole avessero gli assi paralleli non si potrebbero pren- 
dere gli assi nel modo predetto , ma in questo caso condotto il 
diametro 11“ in modo che le tangenti per I ed I" sieno parallele, 
F equazioni delle parabole essendo 

y^—vmx , y* = a m'(x — *) 

F equazione ( 3 ) del n. precedente diviene 

uy= m(x+t ) 

e F equazione (4) 

onde la locale è una parabola che ba I'" per vertice (essendo II m =II") 

rn % 

e per parametro — . 

78 Supponiamo ora che sia n! = o restando n qualunque, l’equazio- 
ne (4,76) si riduce a 

2 m)t + m* — (ìu^ u +nt^ =0 

che variando i dati può appartenere ad una qualunque delle curve 
• di secondo grado : per costruirla si ponga successivamense u—o , 
/ 3 «=o e si avrà (m+nty=o , di queste tre equa- 
zioni la prima è F asse delle * , la seconda come si rileva dall’equazio- 
ne (3,76) se dal punto * , /3 si tirano alla curva dell’ equazione (1,76) 
le due tangenti rappresenta la retta che passa pe’ contatti , la terza 
poi esprime una retta parallela all’ asse delle y c come si scorge 
dall’ equazione (1,76) passa pel centro delia curva che questa rappre- 
senta. Inoltre pdichè si ha (m+nl ) 1 =■ o le altre due rette ove 
sono da questa incontrata toccano la curva da descriversi , e quindi 
la retta data dall’ equazione 

(*«-}- — nfiu-j-rna= o 


Digitizeci by Google 


( *97 ) 

sarà il diametro che ha il coniugato parallelo all’ asse delle y ; 
ponenda per u il valore dato da questa equazione nell’ equazione 
della locale si ha 


-i-nfim' (m+nty = 


dalla quale 




ossia 


(■+ + 0 V_W ' 3 

e poiché è già costruita , avendosi dall’ equazione 

(w-(-ra)H-m*- /3« = o, quando «=o, t = — ^ — nulla manca 

an-f-nt 

per la • 

Composizione del problema. 


Condotto (Fig. 35) il diametro B b parallelo- a quelli della pa- 
rabola si prenda il punto I in modo che la tangente alla parabola 
in I sia parallela ad ak coniugato di B3, e tirate le tangenti ID, IE 
si unisca la ED e ’l punto G col punto di mezzo H della CF ; 
indi guidata a Bd la parallela IL, si prendano impunti A', a 1 in 
modo che le distanze da G ed H sieno come la media proporzio- 
nale tra IL c ’l parametro sta ad LC. 

La curva di secondo ordine che ha A'a' per diametro c che 
passa per F o C , essendo FC parallela al coniugato di A'a'/ è la 
locale cercata. 

Si conoscerà qual sia la natura della curva osservando che se 
m' e fi hanno lo stesso segno ossia che la parabola non scorre da I 
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verso L , il radicale y — a m'$ essendo immaginario la curva è 
iperboia , e n* è a' A' il diametro secondario. Se poi m' t \ S hanno 
diverso segno , cioè se la parabola incontra la ah. , e i punti 
a',h.' contengono nel loro intervallo il punto II la locale è ellisse , 
e sarà in questo caso anche iperboia se il puntq/ a 1 cade pure 
dalla parte HA' e ciò secondochè y a/n'/3 > o < LC , finalmente se 
yam'/3 = LC il punto a' diviene inassegnabilc, e la curva è una pa- 
rabola avente A' per vertice la tangente parallela, ad FG , A'H per 
diametro e che passa per C. 

79 . Resta ora a considerare il caso in cui ambedue le quantità n ed 
n' non svaniscano , cioè a combinare due curve dotate di centro ; 
ma allora il sistema di assi che abbiamo preso sin dal principio non 
essendo così facile a trovarsi come quando una delle curve date è 
parabola cercheremo di trattare a parte questo caso prendendo per 
asse delle ascisse la congiungente i due centri (Fig. 36) C e C' , c 
per asse delle ordinate il diametro C y coniugalo a CA ; 1’ equa- 
zioni ( 1 ) c (a) del n. 76 saranno della forma 

ay+AVsM , à , ...(l) 

(a'V+ò'’my+30'X*— *)y+b'Xx— ay^a^b ' 2 . . .(a) 

ove , chiamando « e 9 gli angoli che C'A' e CA fanno co’rispet- 
*en(v — $) sena T . 

tivi coniugati , m = — , n = — Ragionando ora come so- 

seno sen.v. D 

pra in vece dell’ equazione (5, 76 ) si troverà 
«V + t> 7 /x=a*b* , 

ohe dovendo esprimere una retta tangente alla curva dell’equazione (a) 
si avrà (I,n) 
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la quale ai riduce ad 

rfb'^a 1 — (si — a')t^Q? — (*+a l ')t^—b r, (m&'‘t — aJu) 1 . . . (5) 


equazione che appartiene all’ ellisse , all’ iperbola, o alla parabola se- 
condo i casi <*'.>•*, a'<C «, a'=sc Per costruirla si ponga 

a * — (si— a')t=o , a 1 — (st-f-a') t—o 

e si avrà ( mb*t — o*« )* = o , e cosi , costruendo le rette appar- 
tenenti a queste tre equazioni , otterremo due punti della curva : 
inoltre poiché si ha ( mPt — a 7 u )* = o le prime due rette 
che sono ambedue parallele all’ asse delle y ove incontrano la 
terza toccano la locale richiesta; quindi quest’ ultima n’è un dia- 
metro , e le prime sono al coniugato parallele : per determinare 
la retta dell’equazione mtft =à 1 u si rifletta che ponendo t=a f 

filò* 

ne risulta u = , ma condotta la tangente AE, e CD parallela 

O b % 

a C'B' coniugato di C'A', si ha m = -r. -, dunque u= — equin- 

A u Al) 


di il coniugato di CD che sia CE è il precitato diametro. Dippiù 
i punti ove questo diametro incontra la curva essendo dati , come 
si è ritrovato , dall’ intersezione di CE colle rette dell’ equazioni 



presa 


CA." = C a" = a - C j , sarà a' 1 A" 

i-f a' a — af 


il diametro succcnnalo , e la C"B" condotta parallelamente alla CB 
pel punto di mezzo della a" A" sarà la posiziono del coniugato , 

che avrà quindi per equazione t — ^ ; -f- a -- ^ , valore che 

posto nell’ equazione (3) dà 


n'b^a^c/' 


b n (inb'l — a’«)' 
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a^u — mb 2 t 


nb'a'a' 


V\al ‘— »* 

e ponendo fc=o si avrà per la lunghezza del semidiametro con- 
iugato a C"A" , u — — nb af — , e poiché ~^ a ' 2 — c?=£F, t 


e i J =s; ADXAE , sarà u — 


CDXAE 


CF 


Composizione del problema. 

Uniti i centri C e C' e condotta la tangente AE, e CF paral- 
lela alla tangente in A' , si tiri al semidiametro Cf il coniugato 
CE, e le AA" , A a" parallele alle EA' , Ea' indi pel punto di 
mezzo della a" A." si conduca la C"B" parallela ad AE e quarta 
proporzionale dopo CF , CD ed AE. 

L’ ellisse avente C"A" , C"B" per semidiametri coniugati è la 
locale cercata. 

Mei caso che a 1 < a, la C"B" diviene quantità immaginaria , onde 
come abbiamo anclie detto di sopra il luogo de’ punti cercati è 
una iperbola ; in questo caso la CD non incontra l’ ellisse onde non 

si può avere nella retta CF la quantità — V a<1 — »* c he diviene 

/,> 

— y'a 1 — a'\y — t ; ma si osservi che presa da C verso a una parte 

CG = y V — a 12 la «ingiungente il punto G col punto F è paral- 
lela alla retta cbe unisce il punto a 1 con B', onde quando CF non 
incontra la curva a'FA' , cioè quando a 1 •< * il solo divario è di 
prendere CG=y'a' 1 — a 12 , tirare dal punto G una parallela alla 
retta clic unisce il punto a 1 con B* onde determinare il punto F , 
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e C"B" = CD ^ AE sarà il semidiametro secondario dell’ iperboli : 

quando poi t— a' cioè che l’ellisse a' FA' passa pel centro C, le C"B" 
e C a" divengono quantità infinite, ma l’equazione divenendo 

ri'b'a 1 ^a 1 — = b n ^mb' t— a 1 


mostra che la curva è una parabola avente A" per vertice A" C 

per diametro , e la tangente parallela ad AE , per trovarne un 

. , . , ni* CDXAE 

punto si faccia t—o , e si otterrà u — ~ ~ f - 


Composizione del problema. 

Congiunti i centri C e C' si tirino la tangente AE , e le CD, 
CE , AA" parallele rispettivamente a C'B' coniugato a C'A' , alla 
tangente in f, ed alla A'E; indi sulla CB parallela ad AE si 
prenda CK quarta proporzionale dopo C'B' , CD ed AE. 

La parabola avente A"C per diametro la tangente parallela ad 
AE c che passa per K è il luogo geometrico de’ punti cercali. 

Nel caso che invece dell’ ellisse a'B'A' fosse data un’ iperbola 
che incontri CC' ponendo b'^—i invece di b' si ha la costruzione 
pc’ casi enumerati , quando *<a' C"A" e C"B" non cambiano il 

valore assoluto : ma la C"B" = — *** - diventa immaginaria e la 

é'yo'*— *• 

CF che non incontra 1’ iperbola si costruirà come abbiam detto , 
onde la locale è un’ iperbola che incontra il diametro a" A" : se 
*>a' C"A" , C"B" anche restano dello stesso valore che se la curva è 
ellisse , ma C"B" in vece d’ essere immaginaria è reale quindi la 
curva è ellisse : in questo caso la CF anche incontra l’iperboia : final- 
mente allorché *=o' la parabola scorre da A" verso E ma sera- 

' a6 
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CK. 

pre il parametro è uguale a . Se poi fosse C'A' il semidiame- 
tro secondario bisognerà cambiare a' in a'y — 1 onde la locale è sem- 
pre un’ iperbola di cui A "a" è il semidiametro secondario , che 
si assegna di posizione come abbiamo già detto ; ma i punti A", a" 

non .si possono come sopra ritrovare poiché CA" = + — > 


Ca" = 


n.CE 


'V-r 

CA''— C a" 


• pertanto ne risulta CC" = 


CA"+Co" n.CE.» 

1 ~~ a’+o" 


a. CE . CC" . . _ . 

e G"A" = =— — a' — ì = a’yJ — 1. Quindi presa 

1 x'+a" ’ « ’ ^ r 

n CF x 

CC" = s ‘ otlerr à il punto A" conducendo per A' una pa- 

rallela alla congiungente il punto C' con C" , la CF incontrando 
in tutt’i casi 1’ iperbola non vi sarà poi alcuna difficoltà per costruire 
la C"B". Quando *=<*' la curva resta iperbola ma i valori prece- 

fi CE 

denti divengono più semplici poiché CC" = , e C"A"=CC". 


Abbiamo considerato che l’ ellisse ti'B'A' si cangi in iperbola 
restando l'altra curva sempre ellisse; ma quando abbiamo detto 
vale anche se aBA è iperbola , di fatto se CA incontra 1’ iperbola 
bisogna cambiare 6 in b y — 1 ciò che uon muta le forinole otte- 
nute ; se poi non è CA il semidiametro trasverso dovendosi sosti- 


tuire ay* — ì 


ad o, quantunque i valori sembrano divenire im- 


maginari , tuttavia ha luogo ciò che abbiamo asserito , poiché in 
queste formole non si dee mutare a essendo anche CE rimpiaz- 
zata da CEy — 1 , soltanto le CA" , Ca" verrebbero in senso con- 
trario. 

8o. Riepilogando ciò che abbiam detto riguardo alla natura della 
locale , chiamando per brevità A la curva alla quale si tirano le 
tangenti e B 1’ altra, si scorge che 
Quando A é parabola se B è ellisse la locale è una iperbola il 
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diametro parallelo a quelli della parabola incontra 1’ iperbola ed è 
uguale al diametro dell' ellisse ad esso parallelo : se £ è iperbola 
che incontra il diametro parallelo a quelli della parabola , la lo- 
cale è un ellisse, se poi non P incontra si ha un’ iperbola che nem- 
meno incontra il suo diametro parallelo all’asse della parabola. E 
se l’ ellisse data e le due iperbole sono descritte intorno agli stessi 
diametri , l’ ellisse e le due iperbole che si ottengono anche hanno 
i medesimi diametri , e sempre i diametri di B e della locale che 
sono paralleli a quelli della parabola sono ugnali. 

Allorché B è parabola ed A ellisse la locale può essere una qua- 
lunque delle curve coniche secondo la disposizione de’ dati , ma 
sempre passa pel centro di A , allorché anche questa è parabola 
la locale é uu' iperbola ed uno degli asintoti è diametro della para- 
bola A. 

Se A è ellisse o iperbola, e B ellisse, la locale è ellisse, iper- 
bola , o parabola secondochè il centro della prima curva è den- 
tro, fuori, o sul perimetro dell’ altra, e quando la locale è ellisse 

0 iperbola ; il centro di A è compreso o nò nel perimetro della lo- 
cale medesima a misura che si trova dentro o fuori il perimetro 
di B. Se poi B è iperbola , cd incontra la retta che unisce i cen- 
tri di A e B si ha l’ellisse, l’ iperbola o la parabola secondo che 
il centro di A è fuori , dentro, o sul perimetro di B, e nella stessa 
guisa è situalo rispello al perimetro della locale , quando questa è 
ellisse o iperbola ; come ancora la congiungente il centro di A 
con quello della locale incontra quest’ ultima. 

Ne’primi due casi delle ipotesi precedenti se l’ellisse e l’ iper- 
bola che rappresenta A hanno gli stessi diametri , come ancora 
l’ellisse o l’ iperbola dinotate da B, anche le locali quando sono 
ellisse o iperbola hanno i medesimi diametri ; se poi sono parabole 
hanno lo stesso vertice la medesima tangente e lo stesso diametro , 

1 parametri uguali ma sono rivolle in senso opposto. 

Dalle precedenti osservazioni si vede che se si chiedesse il luogo 

* 
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geometrico de’ punti da’ quali condotte alla curva A le ungenti 
la retu de’ contatti tocchi la locale trovau , la curva che *t tro- 
verebbe sarebbe delia stessa natura che B ; ma se ben si rifletta si 
vede (come abbiam dimostralo in un caso ) che è la stessa cur- 
va B. (*) 

Questo problema ci somministra il modo come condurre la un- 
gente comune a due curve coniche A e B , poiché è chiaro che se 
pel punto ove la locale già costruiu incontra A si tiri a questa una 
tangente , toccherà questa retta anche la curva B. (**) 


(*) Ciò potrebbe anche dimostrarsi direttamente prendendo per curve date 
quelle espresse dalle equarioni (4) , (1) del n. 76 e si troverebbe che la (a) 
sarebbe l’equazione della locale, avvertendo però che alla curva dell' equa- 
zione (1) si devono tirare le tangenti. 

(•*) Qui potrebbe nascer dubbio come la locale intersecando la curva A i 
punti che sono situati nell’area di questa curva possano soddisfare • alle condi- 
zioni volute dall'enunciato del problema; a tale oggetto convien riflettere che 
l’equazione (3,76) ci dimostra clic se pel punto t , u si tirano alla curva del- 
I’ equazione (1) due tangenti la retta che passa pe’ punti di contatto è sempre 
assegnabile sia 0 nò il punto t , u fuori della suddetta curva , e ciò nasce 
dacché la retta de' contatti è sempre l’ asse radicale del punto t , u ; onde 
i punti clic sono nell' area della curva A risolvono un problema enun- 
cialo sotto un punto di vista più generale , come abbiamo in un caso consi- 
mile fatto avvertire nella nota posta alla pag. 5a. Cosi pure nel problema ri- 
soluto al n. 16 abbiamo veduto (Fig. 5) che il rettangolo di NP in PN' è 
(fiu+xt — r’W* 

espresso da ^ ; onde purché t , u sieno reali quel prodotto sari 

reale e quindi nel caso else , (Fig. 6) la pm! risolve il problema alge- 
bricamente parlando. Per interpelrare questo risultamento osserveremo che l'equa- 
r* 

zione — [y — j3)(jr' — p) — d' trovata nel n. citato ci dimostra , come è chiaro 

anche dalla figura , che il rettangolo di NP in PN' (Fig. 5) sta al rettangolo 
delle ordinate de' ponti N , N' come r* : (* ; ma il rettangolo delle ordinate 
come ce lo indica l' equazione seguente del medesimo n. e come lo abbiamo 
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PROBLEMA XXIV. 

8 l. Situare un triangolo nello spazio in modo che la sua proie~ 
sione su di un dato piano sia un triangolo equilatero. 

Si tirino (Fig. 37) tre assi ortogonali in modo che gli assi Ox,Qy 
delle * e delle y sieno nel piano dato; e supponendo che il piano 
delle * e delle z roti intorno 1 ’ asse Ox finche venga a porsi a 
dirittura col piano xOy , rappresenti la Oz l’asse delle z. 

Qualunque sia la posizione che deve avere il triangolo, potendo 
sempre condurre per un dei vertici un piano parallelo al piano 
dato, c per un dei lati che passano per questo vertice, un altro 
piano al dato perpendicolare, si vede che se questi due piani si 


ili mostrato nel n. 5 è uguale al rettangolo del parametro della parabjla nella 
pontone IP del suo asse compresa tra il vertice e la tangente tirata al cerchio, 
dunque il problema considerato nel summenlovato n. pub anche enunciarsi ne| 
modo seguente « tirare al cerchio MS la tangente MN in modo che il rettan- 
golo di IP nel parametro della data parabola NN'I stia al quadrato della 
distanza che il punto M serba dalla CA come il quadrato di una data retta 
d sta al quadrato del raggio » e riguardando il problema sotto questo punto 
di vista si vede come (Fig- 6) la mp f possa risolvere il problema del n. 16. 
Pertanto gioverà qui avvertire che quando risolvendo un problema coll’ algebra 
si ottiene una soluiione che non sembra troppo coordinarsi coll’ enunciato del 
problema, in vece di rigettarla come soluzione falsa bisogna bene osservare se 
essa viene da qualche fattore che ti è introdotto nel trattare le equazioni , per- 
chè allora deve di fatto non essere considerata ; ma se ciò non ha luogo con- 
viene esaminare i! significato di tutte le equazioni , e si vedrà sempre che il 
problema pub essere riguardato sotto un qualche punto di vista piu generale , 
che permette di spiegare anche geometricamente come le soluzioni sommini- 
strate dall’ algebra soddisfacciano alle condizioni volute dall’ enunciato del pro- 
blema. 
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prendessero per piani delle x , y e delle x , z il triangolo cercato 
avrebbe un vertice all’origine , e 1’ altro sul piano delle x c delle 
z : quindi non essendovi alcuna condizione che determini la posi- 
sizione del triangolo rispetto agli assi che abbiamo scelti, potremo 
supporre che il triangolo dato OAB sia situato nello spazio in modo 
che il vertice 0 resti nell’ origine, e il punto A. non esca dal 
piano xO s, talché i punti A e fi prendano la posizione A' — a' , 
B' — b'. (*) Ciò posto si chiamino x , o , z ; ed x' ,y, x' le coordinate 
de’ punti A'— a' , B' — b‘ ; ed a , b , c i lati OA , OB , AB del trian- 
golo OAB. - Essendo y(x — x'yy^y — — z ')* la distanza che 
passa fra due punti che hanno per coordinate x , y, z;x' ,y',z' 
le distanze scambievoli de’ punti 0,A' — a',W — b' saranno espresse 
dalle formo le 

vP+? , vWy'+z" , v/(*-x')’+/s-(~— vy , 
e le rette OA' , OB' , A'B' da 

x, yV’+jK'S V(x— x'f+y 7 ; 
onde avremo le equazioni 

x’+Z^O 1 ( 1 ), x' J -fy J +z' 1 = ò I ....(3), 

(x-x'F+y’-Kz-x') 1 = 3) 

x n +y 1 = x 1 . . . .(4) , x"+ < y /J =(x— x , )' l +y n , ovvero x=ax'. .(5) 

delle quali le prime tre esprimono che i lati del triangolo 
nello spazio sono uguali a’ lati del triangolo OAB , e le altre due 

(*■) Invece di dire il ponto che ha per proiezioni orizzontale , e verticale 
A' , a' diremo sempre il punto A' — a' ; così pure dicendo la retta A'B' — afb' 
deve intendersi la retta che ha per proiezioni A'B', a'f. 
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che il triangolo OA'B' è equilatero. Ottenute cinque equazioni fra 
le cinque ignote * ,y , x' , y 2 , z' cerchiamo di eliminarne quattro 
onde avere un’ equazione ad una ignota : per eseguire questa eli- 
minazione si sottragga l’equazione (a) dalla (4) c dalia (5), che 
per l’equazione (5) si riduce ad x l2 -j-y 2 -j-(z — z 1 ) 2 = c* , e si avrà 

x 2 +z' 2 =b 2 ( 6 ), z 2 —2zz' — c 2 —b 2 ( 7 ) 

e sostituendo in quest’ ultima i valori di z e z' ricavati dalle equa- 
zioni (ì) e (6) ne risulta 

à 1 — x 1 — ay'fa 1 — — *’) = c * — b 2 , 

ovvero liberandola dal radicale 


5x'— 2(d l +b 2 +c 2 )x 2 +l i a 2 b 2 — (a’-fé 1 — c 2 ) 2 = o. 

Questa equazione si costruisce facilmente osservando che il ter- 
mine nolo esprime la seconda potenza del quadruplo dell’ arca del 
triangolo che ha per lati a , b , c ; ovvero del triangolo OAB ; 
quindi se si abbassa stilla Ox la perpendicolare BG che indiche- 
remo con n , sarà 

b 2 — (ct 2 -)rb 2 — c 2 ) 2 =/ ì u 2 n 2 , ovvero (a 2 -\-b 2 — c 2 ) 2 = *a‘(b 2 — n 2 ), 


donde , chiamando m la OC=yó 1 — si ha 
a 2 -\-b 2 =c 1 -\- 2 am , 

e 1’ equazione trovata in x si riduce a 


e facendo 
si ottiene- 


3x h — 4(a7n-J-c , )x J -f-4a , « I = o , 



x = a as 
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equazione semplicissima dalla quale per ricavare a basta come è 
noto dividere la retta indicata dalla formola »n m0 ^° cbe 

FI* 

il rettangolo delle parli sia uguale ad — . 

«5 

Volendo determinare tutto sulla figura, si descriva col centro A 
1’ arco BD , e col centro O P arco AD , condotta la DP parallela 

ad Or sarà AP = — : dippiù descritto su di BC il semicerchio 

BFC , presa CE terza parte di BC, se si tira EF parallela ad Or , 

~ 1 I 

e col centro C si descrive P arco FH , sarà CH = - ri 1 ; e perciò 


insegala la OC in R e presa RL uguale a’ due terzi della AP , 
se col centro L si descrive il semicerchio OMM' , e per H si tira 
alla Or la parallela HM , abbassata sulla Or la perpendicolare Mm, 
sarà 0 m == s. Quindi poiché r = y 1 a as , descritto P arco ON col 
centro A , e P arco NA' col centro O , sarà OA' = r. Trovato il 
valore di r , si hanno immediatamente quelli di x' e y elevando 
alla Or dal punto di mezzo della OA' una perpendicolare che si ar- 
resterà in B' : inoltre per P equazioni (ì) e ( 6 ) descritto col cen- 
tro 0 P arco Ba*' , e tirata A 'a" parallela ad Or si ottiene r=A'o' , 
z' = A 'a" , e perciò la a"A' parallela ad Or incontrando la B'A' 
determina il punto A'. 

Avendosi dalle equazioni (i) c (a) 


z = ± V 0 ’—* 1 , r* = ± VA’ — r’ , 


ne segue che a ciascuno de’ pumi A' , B' ne corrispondono due in 
elevato uno al di sopra del piano orizzontale P altro ai di sotto , 
che anzi pare a prima vista che si potrebbero prendere indifferen- 
temente i segni de’ due radicali, e cosi allo stesso triangolo OA'B' 
invece di corrisponderne due nello spazio ne corrisponderebbero 
quattro ; ma si osservi che l’equazione ( 7 ) dà 
r’-p-A 1 — c* = arz' , 
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e perciò se A 'a' -j- 0 B* > AB 1 le z e z' devono avere lo stesso 

a •) a 

»«gno : se A 'a' -f- OB <; AB segni diversi ; talché se un punto 

si prende al di sopra 1’ altro va preso al di sotto del piano xOy , 
e così sempre due triangoli corrispondono nello spazio al triangolo 
OA'B'. Quanto alla posizione di questo triangolo avendosi dall’ equa- 
zione (4) due valori per y' uguali c di segno contrario può avere 
tanto la posizione indicata nella figura quanto un’ altra simile dalla 
parte delle y negative ; e in tal modo si hanno quattro soluzioni 
del problema ; ma queste soluzioni come pure le altre che si po- 
trebbero ottenere facendo si che il vertice B resti nel piano arOz, 
o per le altre simili combinazioni , sono diverse rispetto a’ piani di 
proiezione; ma ove si riguardi che non esiste altro che il piano 
dato , non si riducono effettivamente che ad una : ciò risulta dac- 
ché l’equazione in * è simmetrica rispetto ad a , b, c,e quindi 
che il triangolo OA'B' è sempre lo stesso. Una soluzione diversa 
pare che la dia 1’ altra radice dell’ equazione in a poiché questa 
farebbe variare il lato del triangolo OA'B', ma si rifletta che le 
radici di questa equazione essendo 

ì[ m + ~±\j(m+ Q - ] , • 

ovvero sostituendo ad m, n i loro valori 


if q’+i’-fc 1 , V(a‘ +b' +c* )» +3(0- -fi* — c»)*— nq’A* 
3^ M aa 

si ha 



*= V 9 tM=\J ^a , +A , +c*±V4(a , +6 , +c*— a 1 * 1 — aV— ò’c 1 )^ . 

Ora la quantità sotto il secondo radicale potendo porsi sotto la 

3 7 
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forma ( b*-\-c 7 — 3a I ) 7 4'3(6 7 — c 7 ) 7 , il valore di x diviene 

x = \^6 7 4-c 7 — aa 7 4^(6 7 4-c 7 --2rt 7 ) 7 4-3(6 7 — c 7 ) 7 4-«*>) 

ed essendo ò 7 -pc 7 — aa 7 < y^ò’-f-c 7 — 2<3 7 ) 7 -j-5(ò 7 — e 1 ) 7 , ne se^uc 
che prendendo il segno meno si ha x<a , c prendendo il segno 
superiore *>ay quindi nel primo caso z — ^à 1 — x 7 è reale, nel 
secondo immaginaria , ed in conseguenza la radice maggiore di s 
deve rigettarsi. 

Essendo il valore di x simmetrico rispetto ad a , b , c , sarebbe 
superfluo l’ accertarsi che è anche minore di 6 e di c , e perciò 
il problema di cui ci occupiamo ha sempre una soluzione. 

E da notarsi che l’equazione (3) dando in virtù delle (4), (5) 

x 7 4~(z— z'f = c* 

essendo a'a" =z' — z , ed OA' = x, se si tira a'b parallela ad Ox 
deve risultare ba"= AB , e che quindi siamo venuti a risolvere il 
seguente problema di analisi a due coordinate. 

Dati due cerchi concentrici ADa' , B<»" ; e il diametro 0 s , 
trovare sul cerchio A a' un punto a 1 tale che condotte ad 0 z 
la parallela a'a" , e la perpendicolare a'b sia ba" uguale ad 
una retta data AB. 

PROBLEMA XXV. 

82. Dato un piano , una sfera , ed un ellissoide di rotazione , 
tirare un piano tangente alla sfera , e all’ ellissoide , che fac- 
cia col piano dato un angolo dato. 

Si prenda l’origine delle coordinate nei centro dell’ellissoide, 
il piano delle x e delle y normale al suo asse , e il piano delle x 
e delle z che passi per quest’asse e il centro della sfera: leequa- 
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sioni dell’ ellissoide , della sfera , e del piano dato saranno della 
forma 

A*(x*± y a )+a 1 z i =a 7 6% 
x-\-Ay-\- Bz + C— o. 

Ciò posto si chiamino s , t, u le coordinate del punto ove il 
piano cercato tocca la sfera ; s 1 , tf , u' quelle del punto ove tocca 
l’ellissoide: l’equazione di questo piano dovendo passare pel punto 
s , t , u , e toccare la sfera sarà 

(s— «)(x— s)+t(y— t) +(«— «) = o (i) ; 

similmente dovendo toccare 1’ ellissoide nel punto f, u' avrà 
per equazione 

òV(a : — — «') = o (*). 

Queste due equazioni dovendo appartenere al medesimo piano la 


(*) Queste equazioni sono generalmente portate ne’ trattati di analisi a tre 
coordinale ma si possono ricavare più facilmente osservando che l’ equazione 
generale del piano tangente ad una superficie qualunque è 

ds , , . ds , , . 

= E ^~ X) + d^-')’ 

e quindi poiché in un ellissoide che abbia per equazione 

b\x-*y+y(j-tty+a\s- r y=a‘b' , 

d* b'(x— x) ds b'(y— f) . 

si ha — =3 r , — = -, — 4 , 1 equazione del piano tangente sarà 

dx a\*-v) <ly « (*— r) 

“*(*— rW — *) + b '(y-?)(y—y) + **(*— •)(*'—*) = o , 

dalla quale facendo successivamente a=zb, t ì=o ; ed si hanno le 

equazioni die abbiamo esposte qui sopra. 

* 
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prima deve essere avverata ponendo per x , y , x; a 1 , 
dippiù il rapporto de’ coefticienti di x , y , z deve essere lo stesso in 
ambedue le equazioni , quindi si avrà 

(a— *x*'— 0 + Kt—O -f ( u—yX u, — u ) = 0 > 


ovvero 


(s-*y+U'+(u-y)u'=*(s—»)+y(u—v)+r t 



0>); 


Inoltre l’ angolo che il piano dell’ equazione (l) la col piano 
dato ha per coseno 


t—»+4t+B(u—r) 

V(«— )‘+t*+(«-y)*Vi+^ , +-B* * 

e perciò essendo dato quest’ angolo chiamandone c il coseno ; e 
osservando che (a— — y) 1 = r% si ha 

a — a +At+B(u — y) = cr^i-\-A 1 +B x (5). 

A queste quattro equazioni vanno aggiunte le due 

(*-*)*+/*+(«— y)W*. . . .(6) , bX^+r)+ ( ru n =a'P . . . .( 7 ), 

che si hanno perchè il punto s , t , u esiste sulla sfera , e il punto 
, f, u‘ sull’ ellissoide. 

Ottenute in tal modo sei equazioni fra le sei ignote s,i i uja',tf ) u' t 
ne possiamo ritrovare i valori ; ma siccome determinato il solo punto 
a , t, u è risoluto il problema ; così avendo le due equazioni (5) 
e (6) fra a , t, u cercheremo di eliminare af , tf , uf dalle altre 
quattro. Per far ciò si pongano nell’ equazione (a) i valori dia*,»' 
tratti dalle equazioni ( 3 ) e (4) , e si avrà 

(~~T~ + *+ 7. ^7^-) *=** + «<*—*) +r(«—y) 
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donde 

^ +•(*—*) +y(“—r) 

A* • 


r)* 

quindi 

*' — r *+*(* *)+y(“ y) %) 


a 




e sostituendo questi valori nell’ equazione ( 7 ) , riducendo otterremo 
(/*+*(«— »)+y(u—y)) •)*+<* )+4*(n— y)* , 


la quale in virtù dell’equazione ( 6 ) diviene 

*)+y(«— = aV+(6 2 — a 3 X“— y) 7 (8> 

Quest’ equazione essendo dedotta dalla sola condizione che il piano 
cercato tocchi la sfera e l’ ellissoide ; è chiaro che esprime la pro- 
iezione sul piano delle x e delle z di una curva tracciata sulla su- 
perficie sferica in modo che per ogni suo punto condotto un piano tan- 
gente tocchi anche l’ ellissoide, e quindi incontrerà il cerchio che rap- 
presenta la proiezione della sfera in punti tali che condotte per essi 
al cerchio le tangenti queste toccano anche 1 ’ ellisse che è proie- 
zione dell’ ellissoide. Similmente se si elimina t dalle due equa- 
zioni ( 5 ) e ( 6 ) si avrà l’equazione 


(_)**<_,>+ (9) , 

che esprime la proiezione verticale di una curva esistente sulla su- 
perficie sferica per ogni punto della quale condotto un piano tan- 
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gente alla sfera comprende col piano dato l’angolo che ha c per 
coseno. 

Per costruire quest’ equazione che come è evidente appartiene 
ad un’ ellisse permutiamo gli assi passando ad altri assi rettango- 
lari condotti pel punto a, y ; ossia cambiamo 

s — a in ms — nu , u — y in ns+mu 


ove m ed n sono il coseno ed il seno che il nuovo asse delle x 
là col primitivo asse delle ascisse , quindi m’-fn’ssi , ed avremo 


^ cry i +A'+B'—(Bn+m)s—(Bm—n)u 'y_ ^ 


che facendo Brn — n=o , si riduce ad 

=r* ( 4 i —c\i+4*+ B 1 ) ) 

dalla quale si scorge che l’asse delle x 1 è uno degli assi dell’ellisse 
e che per ottenere 1’ equazione riferita agli assi deve cambiarsi s 

in a ... rr V 1 Jrl{ _ f c d avendosi 
y, +4‘+B‘ 

A 1 i?-\-(\ + A 1 -\-B' 1 )8 1 = r'A 1 ^ 1 — c 1 ) 

i semi-assi verranno espressi dalle formole 


rA\ i- 


, ed ry ì — t 


yi + a '+ b ' 

Questi valori si costruiscono con molto faciltà ; difatti essendo 


cd 



m 


x -+• Bz C — o 
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P equazione della traccia del piano dato col piano delle x e delle 
z , il nuovo asse delle x dovrà essere a questa retta perpendico- 
lare ; quindi tirando (Fig. 58) c'e ■ normale a De sarà c'e la di- 
rezione di un asse dell’ ellisse ; inoltre se si lira C'E normale a 
DS e si proietta il punto e in E , si ha c'e = C'e'. y^i -j-jB 1 , 
ed e'E = = Ce’. A , onde presa eE' = e'E , avremo che la 

E 'c‘ — C'e'. Vi +A 1 -\-B' 1 , e cos. E'c'e — — — — : ma sup- 

\i+A'+B' 

ponendo l’angolo E'c'G uguale all’angolo dato, si ha GH=r V 1 — c J ■> 

X 4* 

c'H = cr , e c'h — — , dunque A è il centro dell’ cl- 

yi jfA'+B' 

lisse , ed hg, HG i semi-assi , dovendo però la HG prendersi 
sulla HA. 

Trovali i determinanti dell’ ellisse passiamo ad occuparci della 
costruzione dell’equazione (8): in questa sono da distinguersi due 
casi cioè 5>a che avviene allorché 1’ ellisse generatrice rota in- 
torno l’asse maggiore, e 5<a ossia quando l’asse di rotazione è 
il minore , nel primo caso ponendo b % — af—é 1 si ha dalla citala 
equazione 

ct)+(y+ e )(u— *)+ (7— = aV 

che esprime un’ ipcrbola avente per asintoti le rette delle equa- 
zioni 

r’-j-afs— »)-f-(7+e)(«— r)= o , r’+«(s— *)+(7— c)(«— y)= o. 
Queste rette passano ambedue pel punto dato dalle coordinale 


r* 



e sono rispettivamente perpendicolari alle rette che fanno coll’asse 
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delle x angoli aventi per tangenti trigonometriche ossia 

alle rette cf, c'F , f cd F essendo i fuochi dell’ ellisse, e perciò 
presa c'K terza proporzionale dopo O'c' ed r, le rette KL, KL' 
perpendicolari a c'f> c'F sono gli asintoti dell’ iperbola. Per de- 
terminarne un punto ; si ponga nell’equazione (8) u—y, ed avendosi 

«(« — *)^ =a‘r l , ossia «=* — ^ ^ , 

presa KN quarta proporzionale dopo CC' , CA cd r , per N dovrà 
passare 1’ iperbola , che incontrerà 1’ ellisse ne’ punti cercati. È 
però da osservarsi che il radicale esistente nell’ equazione dell’ el- 
lisse potendo esser preso col doppio segno si avrà un’ altra ellisse 
avente per centro un punto della he' lontano da c' quanto il punto 
h ; e i medesimi semi-assi ; quindi le proiezioni verticali de’ punti 
richiesti essendo date dall’intersezione dell’ iperbola con due ellissi 
si potranno avere al più otto punti : onde dovendosi dall’ equa- 
zione (5) ricavare il valore di t quando sono date le a ed u, es- 
sendo questa una equazione di primo grado, ne risulta che otto sa- 
ranno ì punti nello spazio, ossia che il problema non può avere 
più di otto soluzioni. 

Da ciò che precede apparisce chiaramente qual sia la soluzione 
del problema; ma il dovere descrivere tre curve per assegnazione 
di punti ne rende penosa 1" esecuzione : per togliere questa difficoltà 
si osservi che allorché un’ellisse s’interseca con una curva qualun- 
que si possono determinare le coordinate de’ punti d’incontro col- 
l’ intersezione di un cerchio e di una curva del medesimo grado. Sia 

P equazione dell’ ellisse , e 

<t*tr)= ° 
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quella della curva data, si faccia y* , e l’ equazioni dell’ el- 

lisse e dell’ altra curva diverranno 

y.*4-* , =o , > i^x, ì y)=o, 

delle quali la prima esprime un cerchio e la seconda una curva 
del medesimo grado dell’altra espressa per 1* equazione 

f (*> y ) —o. 

Applicando ciò al nostro problema nc segue che se invece dei 
punti che assegnano i determinanti dell’ ipcrbola prendiamo de’punti 
che riferiti alla c'A presa per asse delle x abbiano le medesime 
ascisse , e per ordinate delie rette che serbino alle ordinate de’primi 
punti il rapporto di gh : GH , 1’ ipcrbola così descritta deve in- 
tersecarsi con due cerchi che hanno i medesimi centri delle ellissi 
e per raggio hg. Ora i due punti L ed L' degli asintoti non avendo 
ordinate restano i medesimi , ed invece dei punti K ed N, prese 
le AK', nN' che serbino alle AK, nN la ragione di hg: HG, si dovranno 
prendere i punti K' ed N' ; e quindi l’ altra iperbola avrà per asin- 
toti LK', LTt' e passerà per N'. 

Per eseguire l’ intera costruzione sulla figura si osservi che con- 
dotta la C"P ungente al cerchio, la PK perpendicolare alla Cx e la Aa 

t * 4 or 

parallela alla C "c", si ha c' K= ~ , Ca= — = KN ; inoltre presa 

Gr=KA e tirata rs parallela ad HA , risulu gs = AK' ; e quindi 
tirata la c'K', quesU incontrerà la «N in N'. Per passare poi dal 
punto m' ove l’ iperbola incontra il cerchio al punto m ove l’iper- 
bola che passa per N incontrerebbe l’ellisse, si dovrebbe prendere 
la nm che serbi alla firn' la ragione di GH : gh ovvero di KA ; K'A, 
e perciò tirata la K'm' , la retta K p incontrerà la /xm' nel punto 
m. Finalmente il punto corrispondente in pianu ad m si ottiene 

a8 
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tirando mpt' normale a c'm, e prendendo sulla mM parallela a C z 
la pc"M = film. Similmente si troverebbero le proiezioni del punto 
corrispondente al punto m". 

La parte pt" M = n'tn è stata determinata considerando M — m 
come punto della sfera , volendo ricavare il valore di pt''M ovvero 
di t dall’ equazione (5) basterebbe osservare che questa esprime due 
piani paralleli al dato, e che passano uno pel punto ove la Gli 
incontra la (xh , e l’altro per un punto ugualmente lontano che 
questo da c* : allora prolungando la pu» sino alla Cx , c menando 
dal punto d’ incontro una parallela alla C z finché incontra la 
traccia orizzontale del piano corrispondente si avrà la lunghezza della 
pc"M. Questa costruzione dà la pi" M nella vera posizione; mentre 
P altra non addita se deve prendersi secondo le y negative , o nel 
senso delle positive : ma ciò è facile a rilevarlo di fatto nel caso at- 
tuale il piano corrispondente al cerchio m'm" ha per equazione 

a — *-\-sìt-\-B(u — y)-\-cr^i-^-A l -\-B t — o 
e quando t=o si ha 

•*-*+-£(«— yH- cr y'i +4‘+B* =o , 

e quindi per ogni punto della regione zCx situato nell’ angolo com- 
preso da questa retta e dalle x positive , come ( senza costruire la 
traccia del piano , osservando soltanto il punto per dove passerebbe) 
è facile vedere che avviene pe’ punti m‘ , m" si ha t negativa. • 
Nel caso di b<Ha invece di determinare gli asintoti deli’ iperbo— 
la , si assegnerà un sistema di diametri coniugati della curva , che 
è un’ellisse: a tale oggetto facciasi 

r* y 

— -f- a — a - (u — y) = a ' , u — y=nu' 

e si avrà dall’ equazione (8) 

«V 1 = oVWnV 1 
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1 — à 1 — b 7 . Quest’ equazione esprime un’ ellisse che ha per 
semidiametri — , — . 

« eri 

Quindi uno de’ semidiametri è uguale a £N , l’altro gli serba 
la ragione di en : c'C". Non resta dunque a determinare che la 
posizione de’ nuovi assi : la trasformazione fatta si riduce evidente- 
mente , a cambiare l’ origine , e la direzione dell’ asse delle y , ed 
essendo il coefliciente di s uguale a quello di s' per la teorica della 
permutazione delle coordinate ri esprimerà il seno dell’ angolo che 
I’ asse delle y' fa con 1’ asse delle x , e siccome 1’ asse delle y' ha 
per equazione .v'=o , c quello delle x' , u' — o ; ne risulta che 
questi assi sono le rette delle equazioni 

y 

— f- s — * -j — Cu — y) =o, u — y= o. 

A A 

La prima di questa è perpendicolare alla retta che unisce il 
punto C col punto c' e passa pel punto K , (*) 1’ altra esprime 
la c'C" , dunque KN è un semidiametro , e l’ altro uguale ad 

— , passerà per K , e sarà alla C & perpendicolare. Determinati 

i semidiametri dell’ellisse che dovrebbe incontrare le due ellissi 
dell’ equazione (g) è facile determinare quelli dell’ ellisse che deve 
intersecare i cerchi. Di fatto uno è K'N' , la direzione dell’ altro 
poi si troverà unendo il punto K' col punto ove la direzione pri- 
mitiva incontra la uh , e quanto alla grandezza di questo semi- 
diametro si osserverà che i due estremi de’ semidiametri coniugati 
a KN , K'N' sono sulla medesima perpendicolare a uh : il rima- 
nente della costruzione procede come nel caso precedente. Questa 


(*) Questa retta si potrebbe anche costruire tirando al cerchio la tangente dal 
punto C , e pel punto di contatto una perpendicolare alla congiungente i punti 
C c c 1 , allora non sarebbe necessario di tirare le due C"P , PK. 

* 
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soluzione è generale per ambedue i casi , poiché nel caso conside- 
rato da prima invece di descrivere un’ellisse si descriverà un ipcr- 
bola avente K'N' per semidiametro trasverso , e 1* altro per semi- 
diametro coniugalo. 

Nell’ equazione (8) oltre i due casi enumerati vi era da consi- 
derare il caso di b=a ; ma questo non l’ abbiamo ivi enumerato, 
poiché divenendo l’ ellissoide una sfera viene a cambiarsi l’ enun- 
cialo del problema, ed appartiene ad uno de’ diversi casi ne’ quali 
per un valor particolare de’ dati si abbassa il grado del proble- 
ma , c che passiamo ora ad esaminare. 

83. Primieramente quando b=a, 1’ equazione (8) si riduce ad 

y)= ± ar (8') 

che esprime due rette perpendicolari a Cc' condotte una pel punto 
N , l’ altra per un punto della C"c' ugualmente lontano da K , 
onde in questo caso il problema si risolve coll’ intersezione di due 
rette co’ due cerchi di sopra nominati , e si avranno anche otto 
punti. Avendo detto che la curva dell’ equazione (8) trovata nel n. 
precedente passa pe’ punti segnati sul cerchio dalle tangenti comuni 
ad esso ed all’ ellisse , ne segue che le rette dell’ equazione (8') 
sono le congiungenti i punti ove le tangenti comuni esterne ed 
interne a’ cerchi dati toccano il cerchio che ha per centro e'. Die- 
tro questa osservazione la costruzione grafica riesce molto semplice 
potendosi tirare facilmente queste tangenti comuni. E ciò quando 
voglia restarsi alla scelta fatta de’ piani coordinati , ma in questo 
caso possiamo prendere il piano orizzontale parallelo al dato , e si 
ha allora 



onde l’ equazione (g) si riduce ad 

»=TÌ cr. 
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Quindi la costruzione di questo caso e la seguente. Si l'accia 
(Fig. 5g) 1’ angolo C'c'D uguale all’ angolo dato , e tirate a’ cerchi 
le tangenti comuni si abbassino sulla Ce' le perpendicolari E/n , 
E'/»'; saranno m , m‘ , n , le proiezioni verticali de’ punti cer- 
cali , e le corrispondenti in pianta si troveranno sul cerchio clic 
ha C' per centro ed 11D per raggio. 

Per l’ipotesi di a—b abbiamo veduto che l’ equazione (8) esprime 
due rette , se *—o si cangia nell’ equazione 

(y+y(u—y)^ =aV4-(6 1 — a?)(u— yf 

e rappresenta anche due rette, quindi in questo caso il problema 
è pure di secondo grado. 

Le rette deli’ equazione precedente per la medesima osservazione 
fatta sull’ equazione (8') incontrano il cerchio ne’ punti ove è toc- 
cato dalle tangenti comuni al cerchio medesimo ed all’ ellisse ge- 
neratrice , e sono (Fig. 40) le rette DE , D'E'. L’ equazione (g) si 
semplifica prendendo il piano verticale normale al dato, si ha al- 
lora A = 0, e 1’ equazione si riduce a 

cr^\+IP— s+B(u-* y) (g 1 ) , 

e dinota due rette parallele alla traccia del piano e che disiano 
da c' per cr ; quindi poiché condotta c'F normale alla traccia del 
piano , fatto l’angolo Fc'G uguale al dato, se si tiri GF parallela 
alla traccia del piano, c'F = cr ; saranno G m, G'« le rette del- 
T equazione (g*) , ed i punti m ed n ove queste incontrano le 
DE , D'E' sono le proiezioni verticali de’ punti cercati. Le orizzon- 
tali saranno rispettivamente su i cerchi chè hanno C per centro 
e DE e D'E' per diametri. 

Se invece di «=o fosse y=o 1’ equazione (8) diverrebbe 
»(s— a)y=aV+(6 1 — o>* , 

\ 
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ed avendosi dall’ equazione del cerchio 

u 2 == r 2 — (« — a) 1 , 

si avrà 

y= b 2 r 2 -(b 2 -* 2 X*-*T (8") , 

equazione di due rette parallele all’asse delle z , e che per le 
ragioni delle altre volte passano pe’ punti determinati sul cerchio 
proiezione della sfera* dalle tangenti comuni a questo cerchio ed 
all’ ellisse generatrice dell’ ellissoide. L’ equazione (9) si costruisce 
come nel caso generale , la nuova posizione che prendono le due 
rette nominate si ha facilmente; perchè i punti ove incontrano 
(Fig. 58) la c'h restano i medesimi , e trovato un punto di una di 
esse qual posizione prende si avrà la posizione di una retta e quindi 
dell’ altra perchè devono essere parallele: determinati i punti d’in- 
contro co’ due cerchi , si abbasseranno sulla fih delle perpendicolari , 
e queste incontrando le rette dell’ equazione (8") danno le proie- 
zioni verticali de’ punti cercati; le proiezioni orizzontali poi si deter- 
mineranno come nel caso generale. 

84. Sinora abbiamo esaminato quando si semplifica l’equazione (8) : 
consideriamo ora i cambiamenti dell'equazione (9). Primieramente 

s c~—oB=- cioè che il piano dato è parallelo a quello delle 

*• e delle y ovvero normale all’ asse dell’ ellissoide , si ha 

u = y -f- cr 

in virtù della quale 1’ equazione (8) prende le due forme 
r’-i *(s — *)-b<U — 7) = zfcrV'aXi — c 2 ) -f- b 2 c J 

.s = a — V'a’(i — c’)-\-b’c 2 y 

Ora fallo 1’ angolo C'c'D (Fig. 5 9) pguale al dato e tirata CF pa- 
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rallela a c'D se si abbassano su di questa le perpendicolari BG, AF, 
risulta CG = bc , CF=av'i— c 1 , e per conseguenza presa Gf — CF, 
otterremo Cf=^à l (i — e osservando che cy è la parte 
della c'D compresa tra il punto c' e la perpendicolare abbassatale 
dal punto C' , si potranno facilmente costruire i quattro valori 
di s con quattro quarte proporzionali : queste rette si porteranno 
sull 1 asse G», e pe’loro estremi condotte delle parallele a Cz que- 
ste incontrando le Dd,D'< 2 ', e il cerchio che ha C' per centro 
ed HD per raggio , assegneranno rispettivamente le proiezioni verti- 
cali ed orizzontali de’ punti cercati. 

Dall’ altra forma data all’ equazione (8) rammentando ciò che 
abbiam detto intorno all’ equazione (8') si deduce che se col cen- 
tro C ed intervallo Cf si descriva un cerchio , tirate a questo e 
al cerchio dato le tangenti comuni , le E m , E 'm' incontrano le 
Dd , D'd' nelle proiezioni verticali de’ punti cercati. Da questa 
soluzione , che è da preferirsi nella geometria descrittiva , si ri- 
leva che in questo caso il problema si riduce all’ altro in cui 
sono date due sfere ; cioè che i piani tangenti all’ellissoide e alla 
sfera data toccano la sfera che ha C per centro , e Cf per raggio. 

Sia in secondo luogo A =o che avviene quando il piano dato 
è normale al piano verticale , ossia al piano che passa pel centro 
della sfera , e 1’ asse dell’ ellissoide, 1’ equazione (g, 8a) diverrà 

s— *+B(u—v) = cr yi-f-j?*. . . .(t), 

ed esprime due rette parallele alla traccia verticale del piano , ed 
è chiaro per ciò che abbiam detto che se si tiri (Fig. 41) la c'L 
perpendicolare alla proiezione del piano, e la c'D che comprenda 
con la c'L un angolo uguale al dato , le De , DV saranno le rette 
suddette. Queste rette incontrando la curva dell’equazione (8, 8a) 
danno le proiezioni verticali de’ punti cercati , le cui coordinate 
si ricaveranno combinando l’ equazione (ì) con la (8, 8 a). Si 
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prenda adunque dalla prima il valore di u—y e sostituendolo nella 
seconda otterremo 

/ D v»/ . J?r’+ y <TVi + JS*y 
(r_*2?) ^ — ; 

• =aVJ J + — a — cryi-f-J? 3 ^ . . . .(a). 


Questa equazione quantunque sembri molto complicata pure si 
costruisce facilmente , infatti il primo membro essendo nato dalla 
sostituzione del valore di u—y nella forinola — *)+y( u— Y) > 


ne segue che la quantità * -J- ~~ indica 1’ ascissa del 

punto ove la De incontra la retta espressa dall’ equazione 


/•*+«(«— *)+•*(« — y) = o , 

ovvero la Ke , come apparisce da ciò che altrove abbiam detto : 
similmente la quantità essendo il valore che acqui- 

sta la s quando si fa u=y nell’equazione (1) dinoterà l’ascissa 
del punto g, e per conseguenza se rappresentiamo per brevità con 
et', «" le ascisse de’ punti g , e ; cioè le CG , CE 1’ equazione trovata 
poc’ anzi si ridurrà a 


laonde da ciò che abbiamo detto nel n. 63 si rileva che presa la 
(irB 

Gli = — condotte al cerchio che ha E per ccutro e per raggio 

■ nrg le tangenti HN , HN' sono C/a, Cp' i valori di * ,-e quindi 

m , mi le proiezioni verticali de’ punti cercati ; le orizzontali poi 
si determineranno come nel caso generale riflettendo però che sic- 
come nel caso che ora consideriamo l’equazione (9, 8a) non con- 


Digitized by Google 


c aa5 ) 

tiene t, bisogna far uso dell' equazione ( 6 , 82 ) e perciò (Fig. 38) 
Ja a*"M== ^ 'm deve tagliarsi da pi" verso M ed in senso opposto. 

Per costruire graficamente le quantità , ■ nrg ■ osserveremo che 

1 e r — xB 

I equazione delia Le 1 (Fig. 41) essendo u — y=B(s — *), ponendo s=o 
si ottiene u—y — Bx = Cb , e .quindi condotte le là , Il parallele 
rispettivamente alle FA, 6 A. sarà g'h = GH , e g'k il raggio del 
ccrcltio UN'. (*) 

Nel caso che fosse 3 1 <a 7 invece dell’equazione trovata più so- 
pra si otterrebbe 

(y-, B y (."+ - ,)(, - + ^L) = .-(—T. 

ed allora come dal citato n. si deduce , dovrebbe prendersi la 
Cò' = Cò e condurre pel punto G una parallela alla FA' , que- 
sta incontrando il cerchio NJN 1 determinerebbe due punti da’quali 
tirate alla Cz due parallele si avrebbero i punti m , m' a que- 
sto caso relativi. Finalmente se b—a risulta 


s — a" 


arB 

^B * 


(*) É utile il riflettere che chiamando x la distanza del punto g dal punto 
m, e y' la ge si avrebbe l'equazione 


(r— «£)•(«— / -/ +*-7=-r) = e ‘*’> 

onde descritto col centro e , e raggio ‘ un cerchio , le tangenti con- 

7 — 

dotte a questo cerchio dall' estremo della perpendicolare elevata dal punto g alla 

De ed uguale ad — , determinerebbero immediatamente sulla De i 
c 

punti m, m! . 

39 
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onde le •parallele alla Ci pe’ punti P , Q incontrando la D<? asse- 
gnerebbero le proiezioni verticali de’ punti cercati. Ma in questo 
caso , purché non sia data la posizione de’ piani di proiezione è 
più semplice il far uso della soluzione data nel n. 85. La costruzione 
eseguita per la De deve pure ripetersi per la D'e' , il cerchio da 
descriversi avrà lo stesso raggio ed il punto E' per centro , c la 
G'II' sarà uguale alla GH : pertanto come per la disposizione de’ dati 
il punto IP cade nell’area del cerchio descritto col centro E', c 
raggio EP ne segue che la D'e' non incontra l’ iperbola data dal- 
I’ equazione (8, 8a) , e che quindi il problema ammette soltanto 
quattro soluzioni reali. 

Se oltre di essere A —o fosse anche B=o cioè il piano dato nor- 
male al piano orizzontale ed al verticale , la costruzione prece- 
dente si sempliiica di molto. Se poi A=- e^ = o che avviene 

quando il piano dato ,è parallelo al verticale 1’ equazione (g) di- 
viene 

(«—*)’+(« — y) s = r’y'i — c 1 

°d esprime un cerchio che ha per centro (Fig. 58) il punto c' , e 
per raggio GII in questo caso la c'E' potrà avere una posizione quaiun-. 
*I U ® ’ e quindi si ìemplicizza la soluzione generale poiché le due 
' Dissi si confondono in un medesimo cerchio col quale si farà inter- 
secare la curva dell’equazione (8). Trovati i punti in elevato si 
unno immediatamente in pianta , poiché la distanza che serbano 
1 a piano verticale è per lutti uguale a ± e'H , come lo indica 
equazione (5) che si riduce a 

* — -p cr = c'H. 

Vi ii v 

» ^“«ebbero anche altri casi da esaminare come quando il piano 
- ^emphceinente normale a quello delle * e delle y; cioè quando 
° > non che le combinazioni scambievoli che possono farsi fra 
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i diversi casi enumerati; ma siccome non si avrebbero che delle 
semplicizzazioni alle costruzioni date che facilmente si scorgono , 
così, anche per non più dilungarci , tralascercmo di discuterli. 

Pertanto non è da omettersi che F ipotesi c=o che ha luogo 
quando il piano cercato deve essere normale al dato fa svanire il 
radicale dall’ equazione (g) e cosi non si ha che una sola ellisse 

che Iia c' per centro e per semi-assi — ed r ; e quindi 

il problema ha quattro soluzioni. 

Se c=i i semi-assi delle due ellissi svaniscono , onde queste 
si riducono a due punti, e il problema in questo caso è più che 
determinato. » 


PROBLEMA XXVI. 

• 

85. Descrivere una sfera tangente a quattro sfere date. 

Si prenda il piano orizzontale in modo che passi pc’ centri di 
tre sfere, e il piano verticale che passi per la congiungente il cen- 
tro di una di queste col centro della quarta come vedesi nella 
figura 4a (*) Ponendo in C l’ origine delle coordinate le equa- 
zioni delle sfere C, C', C", C"' saranno della forma 

x 2 +y % -jrz l —r ' 1 . . .(i) (*— a y+(y— 0) a +i’=r' 1 , 

(y-/ 3') a +*W'% (*-*")’+/+ (z-Y) 1 = r>"\ 

Inoltre chiamando s } t , u , le coordinate del centro , ed R il 
raggio della sfera cercata la sua equazione sarà 

(x — sf-^-(y — tf-\-(z — uf =■#’. 


(*) I piani coordinati tono quelli che passano per gli assi Cx , Cy , Cs, uia 
il disegno è stato eseguito prendendo la E li per proiezione del pialto verticale 
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Ciò posto affinchè questa sia tangente ad una sfera che abbia 
per equazione 

(*— a)’+ (y— by+ (z— c)’=cP, 
deve essere, come è noto, 

(,- a y+(t-by + (u-cy=(R±dy, 

applicando questa equazione alle equazioni delle sfere date si hanno 
le seguenti equazioni 

yV*4-*’+ w ’ = R i r ì 

V(—*) s +(<-/S) i: R= R±r > ( ( , 2 ) 

1(*—ty+(t-py+t? =R±r JI j 

y(«— 7)* = tJ ") 

dalle quali dobbiamo ricavare le ignote s , 2 , u , R. 

Sottraendo la prima equazione dalle altre tre, si ha 

\(S — »/*-j-(2 — / 3 y+ii? = y/s’+t’+M 1 — a 
y/(s— ad) 1 -{-(£— (yy-^-ui 1 = \/ ad-f- £* u* — ci 1 

y/(s— «"y+t’+Cu— 7) 1 = {/s'+t'+u*— a" 
ove 

<*=±rj£LT J ,a' = ±rqzr", <*"= ± r zf r 1 " , 

ed è da osservarsi che il segno + che precede r 1 , r" , r 1 " si dee 
prendere indifferentemente , ma quello da cui è affetto r è lo stesso 
in tutti i valori di a , a', a". Elevando a quadrato le equazioni 
precedenti si ottiene 

«(* — os)4-/S(/3 — 32) = à 1 — say/V+^-f-u* 

*'(*' — 3«)+/3'(/9‘ — 32) = a' 1 — 3a'j/« 1 +2 1 +M 1 
*"(*"— 3s)+y(r — 3 «) = a " 1 — 2 


Digitized by Google 


( 3»9 ) 

Da queste tre equazioni si potrebbero ricavare s , t, u ; ma vo- 
lendo assegnare il centro della sfera cercata, non esistendo questo 
su di alcuna superfìcicie data nel problema bisogna adoperare tre 
luoglii geometrici ; sarà quindi più elegante il determinare il punto 
ove la retta che unisce l’origine col punto a, t, u incontra la 
sfera dell’ equazione (1) : ciò si può far facilmente poiché l’ equa- 
zioni di questa retta essendo 

t — J -s, u= - s 

X X 

sostituiti questi valori nell’ equazioni precedenti , e osservando che 
x 2 -j-y 2 -$-z 2 —r 2 , risulta 

<*- 3 s)+ = a 3 

*'(*'— 3 s) + _ a » 

a s)+ y(yx ~: - < ^ =a"\ 

dalle quali eliminando a , si deducono le equazioni 

•x-fr—ar _ •*+?*— a’ //X 

Jm+fr-a'r a»» W 

*x+ft—ar _ **+0’ — a* , c> 

j'x+yx-J'r ~ ««*+/— a"* ••••••• W t 

che indicano due piani , e la retta secondo la quale s’ interse- 
cano incontra la sfera ne’ punti che vogliamo costruire. Riflettendo 
che il valore di r esistente in queste espressioni proviene dal ra- 
dicale ^ x 2 -\-y 2 -\-z 2 pare che debba essere preceduto dal doppio 
segno ma questo dovendo essere lo stesso in ambedue le equa- 
zioni è chiaro che prendendo il segno — invece del -f- si avreb- 
bero de’ piani paralleli a questi ed ugualmente lontani dall’ ori- 
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{«ine (*) , ed in conseguenza la retta secondo la quale s’ incon- 
trerebbero sarebbe parallela alla retta dell’ equazioni (4) , (5) 
e disierebbe quanto questa dall’origine: quindi i punti ove ta- 
glierebbe la sfera uniti con l’origine darebbero lé medesime rette 
clic si ottengono servendosi de’ punti determinati sulla sfera dalla 
retta espressa per le equazioni ( 4 ) , (5) , e siccome queste rette 
dobbiamo noi determinare , così abbiamo dato ad r a n sol segno (**)• 
Ciò posto per costruire 1’ equazione ( 4 J si ponga successivamente 

xx -J- /3 y— ar=o , xx-\-fiy — ar = aT-f- /3* — a 1 

e si avrà 

x'x+p'y — a'r=o, x'x+fi'y — 3 n — a' 1 : 

ciascuna di queste equazioni rappresenta un piano , cd assegnali 
questi , le rette ove s’ incontrano il primo e il terzo ; ed il secondo 
o quarto sono due rette del piano appartenente all’ equazione ( 4 ). 
Ora le due prime potendosi mettere sotto la forma 

r 1 —xx—^y—+rr J , r ,:t -f-x(x —x)-jr(3(y—^) = ± rr 1 

v 

si rileva per ciò che si è detto sull’equazione ( 8 ') del problema 


(*) Ciò risulta dacché le equazioni de’ nuovi piani differirebbero dalle (4), (5), 
quando sono ordinate , pel solo termine noto che verrebbe dello stesso valore 
ma di segno contrario. 

(**) Dippiìi è da osservarsi che anche ne’ valori di a , J , u" possiamo pren- 
dere r con nn sol segno. Di latto supponiamo che si sia dato ad r il segno + . 
latte le diverse combinazioni fra i segni di r 1 , r" , r 1 " si avranno otto sistemi 
di equazioni (4) , (5). Prendendo r col segno — risulteranno otto altre cop- 
pie di equazioni identiche a quelle prima trovate sol clic si cambi a ,a' ì a" in 
— a , — a' , — a” il quale cambiamento essendo lo stesso efie quello di r 
in — r come abbiamo veduto non influisce sulla direzione della retta che uni- 
sce l'origine col putito 1 , I , u. 
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precedente che esprimono rispettivamente le congiuntemi i punti 
ove le tangenti comuni a’ cerchi C , C' toccano il cerchio C c il cer- 
chio C'. Similmente le equazioni 

n'x-t-fi'y — a'r — o, x'x+fi'y — a'r = 3' 1 — a n 

considerate nel piano xOy , dinotano le rette clic uniscono i puuti 
ove i cerchi C e C" sono toccati dalle loro tangenti comuni ; e 
nello spazio poi i piani proiettati secondo queste rette; quindi AB 
sarà la proiezione orizzontale del piano dell’ equazione (4)* 

Nella stessa guisa si costruirà l’equazione (5) osservando però 
che i piani ottenuti dal paragone de’ cerchi C c C' sono normali 
all’ orizzontale c sono quelli stessi che abbiamo poc’ anzi costruiti , 
c che gli altri sono perpendicolari al piano verticale. Dopo ciò è 
facile il rilevare dalle costruzioni eseguile sulla figura che ef , 
J1GK sono le tracce del piano dato dall’ equazione (5), (*) e perciò 
la retta secondo la quale s’incontrano i due piani espressi per Jc 
equazioni (4) , (5) passa pel punto K del piano orizzontale , « 
pel punto d del verticale. Quindi presa sulla D d' perpendicolare 
a DK , la Dd' = D d, ed unita la d' K ; dal punto m! ove incon- 
tra il cerchio avente per diametro pq se si tira ot'M parallela a 
ri'D c sulla Mot si taglia firn — m'M , saranno M — m le proiezioni 
del punto ove la retta che passa per K c d cioè la retta che ha 
per equazioni (4) , (5) incontra la sfera C. Similmente operando 
pel punto n' si avrebbe l’altro punto di intersezione. 

Trovalo il punto M — m la CM — crn passerà pel centro della 
sfera cercata , e sarà facile assegnar questo centro osservando che 
1’ equazione 

ve s-ty+v-py+u' = - a. ... (6) 


(*) Gioverà notare per l’ intelligenza della figura clic il punto O è determi- 
nato dall' intersezione della gG , condotta pel punto g parallelamente alla C<, 
e della $ t. 
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ci dimostra che se C'CR' fosse il piano che possa per CC' e la 
ietta CM — cm , c CR' questa retta presa CL = a dovrebbe il punto 
da trovarsi sulla CR' distare ugualmente da L e C' , e che per- 
ciò condotta la PR' normale a C'L pel suo punto di mezzo sarebbe 
R' il punto cercato. Da ciò si vede che bisogna trovare la posizione 
che la CM— cm ha nel detto piano ; perciò suppongasi che que- 
sto piano rotando intorno alla CC' si abbatta sul piano orizzonta- 
le , il cerchio che questo piano produce nella sfera si confonderà 
col cerchio qfp , quindi tirando MM' perpendicolare a CC' il 
punto M — m cadrà in M' e CM'R' sarà la posizione clic prende 
la CM— cm. Trovalo come si è detto il punto R' è evidente che 
nella R'R perpendicolare a CC' deve trovarsi la sua proiezione oriz- 
zontale quando il piano C'CR' ritorna alla primiera posizione , m a 
deve trovarsi sulla CM , dunque sarà in R ed in conseguenza il 
punto r ne sarà la proiezione verticale. Il raggio poi della sfera 
è uguale alla R'M'. 

I radicali dell’ equazione (6) potendo essere presi col segno Jh 
pare che la CL si possa anche prendere in parte opposta , ma 
r equazioni ( 3 ) essendo di primo grado rispetto ad s ci dimostrano 
che un sol punto deve trovarsi sulla CM' , vedremo in seguito da 
qual parte debba tagliarsi la CL , e per ora cercheremo di esami- 
nare quante soluzioni abbia il problema. 

Avendo dimostrato che a ciascuna posizione della congiungcnte 
il punto x,y , z con l’origine corrisponde il centro di una sfera 
che soddisfa al problema, poiché la retta dell’ equazioni (4) , ( 5 ) 
incontra la sfera C in due punti il numero delle soluzioni sarà 
doppio del numero delle rette espresse dalle equazioni (4), (5), 
c quindi avendo detto che per le diverse combinazioni che si pos- 
sono fare ne’ valori a , a', a" si hanno otto rette , sedici saranno le 
soluzioni del problema. 

E d’ avvertirsi che per quanto si è detto nel problema prece- 
dente riguardo all’ equazione (8') allorché nel valore di a si dà 
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ad f J il segno — si considerano le tangenti esterne comuni a’cer- 
chi C c C', e quando il segno le tangenti interne , lo stesso 
ha luogo pe’ valori di a ' , a" ; e così altro non resta di ambiguo 
per determinare tutte le soluzioni del problema che vedere come 
debba assegnarsi il punto L. A tal uopo si osservi che 

I. Quando ne' valori di a, a ' , a" prendiamo i segni superiori 
cioè se facciamo 

a — r — r 1 , a 1 — r — r" , a"= r — r 1 " 
che e il caso corrispondente alla Ggura , si ha », 

R = -r + i/s’+f+u* =— S + V(a_)*+(/- / 3)*+«* 

= — r J '+V(s-* , y+(t— p)*+u*=— r"' + V) 1 

onde la sfera cercala tocca le date esternamente , prendendo i se- 
gni inferiori si avrebbe 

R=r+ ySs'+f+u 2 = ^(s-iy+V-pf+u* 

= '■" + + v/(a-*'T-ir^+(«-rr 

e quindi la sfera cercata toccherebbe le date abbracciandole , ma 
il prendere i segni superiori, o gl’inferiori porta il cambiamento 
di a , a' , a" in — a, — a', — a" , e quindi restano le stesse , la 
retta dell’equazioni (4), (5) e le congiungenti il punto C co’ punti 
corrispondenti ad m! , n' : dunque di queste due rette una dovrà 
contenere il centro della sfera che tocca le date esternamente, l’al- 
tra il centro della sfera che le abbraccia: 

Per distinguere ora quale di questi due centri sia sulla CR' si 
ponga la prima delle equazioni (3) sotto la forma 

j __ 1 »*)* 

a {«*+#— ar) 

5o 


,Wìj 
'‘•iti**» ’ér: 
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(•x+thrU _ {*'+?' -a‘)*+Mrt._ i -^y^, _ a( ax~ln) 
x\*‘+p x ixylF+p 3 ix \ »’+/*' 

=VS+P~- . 

3 a(**+gy— or)V»*+j3* 

Il primo membro di questa equazione esprime la distanza che 
il punto C serba dal piano condotto pel punto s , t , u normale a 
CC' ovvero la CQ ; ma supponendo r>r* il centro della sfera che tocca 
esternamente le date deve accostarsi più a C' che aC, come lo ad- 
dita l’equazione 

— = — r 1 + V^(*— 1 *)’+(<— » 


ovvero deve essere CQ > 


^ CC' , dunque si dovrà avere 


(«g+£rl« > 

*V^+F' 




e quindi 


a(*x+P y )—r(* % +?') 
ax+Py—ar 


deve essere quantità negativa : or 


li L jrfty che è la disunza del punto C dalla M'M è minore di r , 

V •’+*>* 

a anche è minore di ^a?+ /3 3 dunque il numeratore è quantità 
negativa , e perciò il denominatore deve essere positivo , ossia 

ar - , vale a dire la disunza del punto C da MM' 

V »*+/*’ V **+/** 

maggiore che dalla st , onde il punto M dovrà essere rispetto 
alla U in parte opposta al punto C , che se esiste dalla medesima 
parte come il punto N la corrispondente retu CR' conterrà il cen- 
tro della sfera che ha un conutto interno colle date ; che se fi- 
nalmente ambedue i punti M ed N cadessero in parte opposta 
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del punto C, vi sarebbero due sfere tangenti alle date esterna- 
mente , e nessuna che le abbraccia : il contrario avrebbe luogo se 
i punti M ed Pi si trovassero dalla stessa parte del punto C. De- 
terminato così la CR' qual centro deve contenere si prenderà 
CL=r— t* come nella figura se su di essa esiste il centro della 
sfera che tocca esternamente le date , in parte opposta se passa 
pel centro dell’ altra sfera ; ovvero ciò che è lo stesso si prenderà da 
M' verso C o da pi' verso C una parte uguale ad r 1 . 

II. Se ne’ valori di a , a' prendiamo i segni superiori , ed in a" 
( cioè soltanto r 1 " perchè abbiam detto che r deve avere lo stesso 
segno in a, a', a" ) gl’ inferiori , o viceversa ; si ha 

Quindi al primo caso corrisponde la sfera che tocca esterna- 
mente le tre C, C', C" ed internamente C'",ed al secondo la 
sfera che toccando esternamente quest’ ultima abbraccia le prime; 
ma queste due ipotesi non differiscono che pel cambiamento di 
a, a 1 , a" in — a, — a',— a", e perciò la stessa è la retto dell’ equa- 
zioni ( 4 ), (5), dunque le rette che uniscono il panto C co’ punti 
corrispondenti ad M ed N contengono rispettivamente i centri delle 
due sfere nominate. Ed essendo le sfere C, C' toccate come nel 
caso precedente , ne segue che se il punto M e il punto G sono 
in diverse parti rispetto alla st la CR' contiene il centro della 
sfera che tocca esternamente le tre C , C' , C" ed abbraccia la 
sfera C'" ; e la retta che unisce il punto C col punto corrispon- 
dente ad N che cade dalla medesima parte che C passa pel cen- 
tro della sfera che tocca esternamente C"' ed internamente le al- 
tre tre. Che se poi i punti M ed N sono ambi in parte opposto 
di C vi saranno due sfere che toccano esternamente le C , C" 
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abbracciando G " , e sarà impossibile il descrivere una sfera che 
tocchi esternamente quest’ ultima avendo colle prime un contatto 
interno : il contrario avrà luogo se i punti M ed N sono dalla 
stessa parte del punto C. In questo caso essendo a=r — r 1 , a'=r — r 1 ', 
a"=r-jf-r"‘ a’ cerchi C , C' ; C e C" si tireranno le tangenti co- 
muni esterne ed a’ cerchi c , o le tangenti comuni interne. Quanto 
alla determinazione del punto L è la stessa che nel caso precedente. 

III. Se in a , a" prendiamo i segni superiori ed in a' gl’ inferiori, 
o viceversa ; cioè se facciamo 

a= r—r 1 , o'= r-J-r" , a" —r — r J " 

ovvero 

a==— r+r', a'= — r — r" , a"= — r-f-r"' 

è evidente che si ha un caso simile al precedente sol che si cambi 
C" in G" , e siccome la conoscenza della retta che contiene il 
centro di un' individuata sfera 1’ abbiam fatto cadere sul paragone 
delle due Ce C 1 avrà luogo ciò che ivi abbiam detto cambiando 
C" in G". 

IV. Se in a prendiamo, i segni superiori ed in a', a" gl’inferiori, 
o viceversa, si avrà 

R , r < 

e quindi nel primo caso la sfera cercata tocca esternamente le due 
sfere C e C' ed abbraccia le due C" , G" ; e nel secondo caso 
abbraccia le prime toccando esternamente le due altre. Pertanto 
essendo nella stessa guisa toccate le due sfere CeC' risulta dal- 
1’ analisi fatta nel primo caso che se il punto M è in parte op- 
sta a C rispetto alla st , la CR' contiene il centro della sfera da 
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prima nominata, e il centro dell’altra sfera è sulla retta che con- 
giunge C coi punto corrispondente ad N che esiste dalla medesima 
parte di C : come pure se i punti M ed N sono tutti e due dalla 
parte opposta di G ambedue le sfere toccano esternamente le due 
C e C' ed internamente le altre due , e non ve ne può essere al- 
cuna che tocchi queste esternamente abbracciando le prime. Av- 
verrà il contrario se i punti M ed N cadono dalla stessa parte di 
C per rapporto sempre alla st. In questo caso essendo 

a = r — r 1 , n'=r-f-r", a"=r- f-/"' , 

a’ cerchi C e C' si tireranno le tangenti comuni esterne , ed a’cer- 
chi C, C"; c , c'" le ungenti comuni interne. Il punto L si de- 
termina sempre nella stessa guisa. 

V. Allorché si suppone 

a — r+r 1 , a'=r — r", a" —r — r 1 " 

o pure 

a = — r — r J , a'= — r-f- r l, ,a"= — r-^-r 1 " 

si ottiene 

r , R 3 y+ u \ 

e quindi delle sfere cercate una tocca internamente la sfera C', 
esternamente le altre tre; e l’altra tocca internamente queste, 
esternamente la prima. In questo caso adunque sono G, C" le 
due sfere che sono toccate nello stesso modo , e quindi partendo 
dalia seconda delle equazioni (3) si proverà (ciò per altro si de- 
duce facilmente per analogia ) che se il punto M cade rispetto 
alla «' t' in parte opposta a C la CR' contiene il centro della sfera 
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che locca esternamente C, C" , C"' abbracciando C' , e il punto N 
che cade dalla medesima parte di C assegna la retta che passa pel 
centro dell'altra sfera. Se i due punti M ed N cadono in parte 
opposta a C ambe le sfere toccheranno internamente la C' ; c vi- 
ceversa se M ed N sono con C da una medesima parte la tocche- 
ranno esternamente. Da’ valori di a , a 1 , a" si deduce che a’ cer- 
chi C e C' si dovranno in questo caso tirare le tangenti comuni 
interne ; cd a’ cerchi C, C"; c , c 1 " le esterne. Il punto L si tro- 
verà portando r" da M' verso C se la CR' passa pel centro della 
sfera che locca esternamente C , C", C'", ed internamente C' ; da pi* 
verso G nel caso contrario : è anche da notarsi che in questo caso 
le M'M , R'R devono tirarsi perpendicolari alla CC". 

VI. Quando facciamo 

a=r-f-r' , a'=r — r ' 1 , a" 

ovvero 

a=— r — r 1 , a'= — r-f-r" , o"= — r — r 1 " 

risulta 

R , R > 

r , r , 

onde delle due sfere una tocca esternamente le due C e C" cd 
internamente C' , C'", l’altra le tocca al contrario, quindi la 
CR' conterrà il centro della prima se il punto M è rispetto alla 
s'f in parte opposta di G, e il punto N che cade dalla stessa parte 
darà luogo alia seconda sfera : che se i punti M ed N cadono da 
una medesima parte le due sfere toccano nello stesso modo le 
date. 

In questo caso a’ cerchi G , C" si condurranno le ungenti comuni 
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esterne cd a C, C' ; c, c"‘ le interne: il punto L si determina 
come nel caso precedente. 

VII. Se poniamo 

<z=r-f-r', a=r-\-r " , a=r— 

o pure 

a= — r — r 1 , a— — r— r " , a=— r-f-r" 

ne segue 

R < V V-H’+“ 1 . R , 

R >V(s-«') , +(<-^) i -r“% R >v(*-*")’+^+(«-7)’ ; 

e quindi una sfera tocca esternamente le due C , C'" ed interna- 
mente C', C" ; l’altra esternamente queste, cd abbraccia le prime. 
£ssendo C e C" le sfere toccate nella stessa guisa si farà uso 
della terra delle equazioni (3) e si vedrà , come apparisce anche 
senza calcolo per ciò che abbiam detto, che se il punto in cade 
rispetto alla eg in parte opposta a c la CR' contiene il centro della 
prima sfera , e 1’ altra retta passerà pel centro della seconda sfera 
se la proiezione verticale del punto N cade dalla medesima parte 
che c; e che se i pumi d’ incontro m , n sono ambedue da una stessa 
parte le sfere saranno toccate nella stessa guisa. Da’ valori di a, a', a" 
risulta die bisogna applicare a’ cerchi c, c'" le tangenti comuni 
esterne ed a C , C' ; C, C" le interne. Il punto L poi se la CR' 
contiene il centro della sfera che tocca esternamente C si deter- 
minerà prendendo CL = r-j-r' come nella figura , in senso oppo- 
sto se passa pel centro dell’ altra sfera , o ciò che è lo stesso si 
porterà rispettivamente r* sul prolungamento de’ raggi CM' , Cu' 
a partire dal punto M' o da n'. Ciò se la M'M si tira perpendi- 
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colare a CC' che se voglia tirarsi normale a CC" invece di ? do- 
vrà prendersi ?'. 

Vili. Finalmente allorché si prende 

ct—r+r 1 , o'=r+r", a"=r +?" , 

ovvero 

a— — r — ?,a'=—-r — ? ',a"~ — r — ?" 

si ha 

R < v7+?+P , R 

R >y(s-*'Y+{t-py+u' ì R >y/( s -*"y+r-Hu-yr 

» 

e perciò una sfera tocca esternamente C abbracciando le rimanenti, 
e 1’ altra esternamente queste, ed internamente G. In questo caso 
1’ equazione (6) secondochè si fa a=r-\-? , a= — (r-J-/ J ) dà 

>y/(s-*y+(t-fìf+u' 

onde CQ ^ ~ CC' , e quindi per quanto abbiam detto nel primo 

caso se il punto M è in parte opposta a C rispetto alla st la GR' 
contiene il centro della sfera che tocca esternamente C, e perciò 
internamente le altre; e il centro della seconda sfera è sull’altra 
retta se il punto N cade dalla medesima parte di C. Che se i punti 
M , N cadono da una medesima parte le due sfere toccano nello 
stesso modo le sfere date. In questo caso le tangenti comuni a’ cer- 
chi , dovranno essere tutte interne , e il punto L si assegnerà come 
nel caso precedente 

La retta ut e le analoghe variando i segni di ?, r", ?" ne’ valori 
di a , a', a" , non volendo tirare la tangente comune a’ due cer- 
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chi , può costruirsi osservando che — — essendo la distanza che 

V»*+i** 

il punto C serba dalla st ovvero la C$, condotti i due diametri 
**' , /3j3' normali a CC' , se si unisce la */3 ; la *'3 incontra la GG' 
nel punto Se si unisse il punto « con /3' la congiungente il 
punto *' col punto 3' ove la *£' interseca il cerchio *33' , incon- 
trerebbe la CC' nel punto per dove passa la retta che unisce i 
punti di contatto segnati sul cerchio C dalle tangenti interni. Del 
pari le due rette tirate dal punto j3' al punto t , e da j3 ad e' in- 
contrano la CC' ne’ punti per dove passa la HF e 1* altra retta. 

Inoltre è da notarsi che ne’ casi I, II, III, IV , Vili abbiamo 
supposto a < y of+p 1 , nel V ,e VI, a' < y* , ’-f-/3' 1 , e nel VII , 

a" < 1/V'^+y 1 : ne’ primi quattro casi se fosse a=r — la 
sfera C racchiuderebbe la C' e quindi sarebbe impossibile il descri- 
vere una sfera tangente alle date che tocchi esternamente la C ; 
onde le due sfere in questo caso , se il problema è possibile il che 
richiede che le altre sfere o sieno nella sfera C o almeno la se- 
chino, toccheranno internamente la sfera C. Similmente nel V e VI 
avendosi r — r" > y*"-}-^' 1 e nel VII r — /" > y*" 1 +Y* la sfera 
C racchiuderebbe la C" o la C" , e quindi le due sfere tocche- 
rebbero pure internamente la C : nell’ Vili finalmente si avrebbe 
r-f-r'>y* , -}-j 8* lo che può avvenire 0 perchè la sfera C contiene 
la C' o perchè le due sfere Ce C' si tagliano ; in questo caso nel 


rotto 


*x+/3 y — ar 


il denominatore è quantità negativa , per- 


chè 


essendo la distanza del punto C dalla M'M è minore 


di r, ed al contrario — è maggior di r essendo a > ; 

quindi dovendo essere CQ > - CC' perchè la CR' contenga il cen- 

5i 
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tro della sfera che tocca esternamente C, bisogna che sia il nu- 
meratore quantità positiva ossia 

va | e a Qpll Oy. 

a 

Dunque se il punto y è dalla medesima parte che G rispetto 
alla M'M la CR' contiene il centro della sfera che tocca esterna- 
mente C. In questo caso si dovrebbero a’ cerchi C e C' tirare le. 
tangenti comuni interne, e non potendosi adattare si farà uso della 
costruzione che poc’ anzi abbiamo esposta. 

86. Nelle costruzioni grafiche la soluzione che abbiamo data riesce 
facilissima potendosi adattare ad occhio la tangente comune a due 
cerchi 5 ma se le si , HF si volessero determinare con costruzione 
geometrica, la soluzione del problema riuscirebbe alquanto compli- 
cala , c perciò passiamo ora ad additarne un’ altra. 

In vece di chiamare x , y , z le coordinate del punto ove la 
congiungente l’origine col punto s, t, u incontra la sfera C si 
dinotino con x, y, z le coordinate del punto ove incontra uu a 
sfera avente 1’ origine per centro e per raggio d : è evidente clic 
, n luogo dell’ equazioni (4), (5) del n. precedente si avranno le due 


ax +jiy — ad o* 

*'jc +?y — a'd a' * + p *— a 1 ’ 

»*+,**— <i* 

a "x+yi — a"d a"*+y’ — a"‘ 



Per costruirle si ponga nella prima 

ax-b/ìy — ad = 0, e si avrà a'ar-J ~fS'y—a'd = o: 
queste equazioni indicano due rette, una ( Fig. 43 ) perpendicolare a 
CC' , P altra a CC" , e distanti da C per <ut •— — ° -- — . Es- 

sondo la d arbitraria possiamo fare d = = CC' , e 
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queste distanze diverranno rispettivamente uguali ad a , cd 

■a'd a'. CO , „ „ 

= -qq„ ■ j onde presa Ca = a sarà oB la proiezione 

del piano espresso dalla prima equazione , e se C «' = a' tirau 

a' CO 

a' A parallela a C'C" si avrà CA = -- ■■ , e perciò tagliata la 

CA' = CA, in A'B è proiettalo il piano della seconda equazione , 
e per la retta proiettata nel punto B passa il piano dell’ equazio- 
ne (4'). Facendo in questa stessa equazione 

<xx-t-/3y=a , 4-/3 I 


* -f fi —a 

Queste equazioni appartengono a due rette perpendicolari a CC', 
CC" rispettivamente, e che distano da C per 


a'd .OL'+f—ad a'* 

ed * y a /» + ^. ' a* 




le quali distanze ponendo per semplicità 

= CC' = c, y^-f^ = CC'' = c' , yi»HV==cc'"==c", 
si riducono a 

. o'c . c* — oc c" — a'* a'c c(c* — u'Xc'+a') 

c » eA - + — • = 7 + V(c+a) 

^a'c (^(c+p) . • , 

c * c+a 

quindi la prima passa per C' ; e poiché presa a'p=ay , a'q — Ay , 

■ • (cw/e+y) 

e tirata qi J parallela a pC" risulta a' r 1 — > C. , portando 
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ia a'r 1 da A' in r, la seconda passerà per r; ed E sarà la pro- 
iezione di un’altra retta esistente sul piano espresso dall’equazio- 
ne (4*) : perciò BED , Drf sono le tracce di questo piano. 

• • • . ■ *■ a^c 

Similmente si costruirà 1’ equazione (5') onde presa la c A" = — , 

• r 

tirala la A" e normale alla cc'" ; per l’ intersezione de’ piani proiettati 
in nB , eg passerà il piano dell’ equazione (5') cioè per la retta 


che unisce il punto e con G ; e tagliata A"S 



c+n 


condotta Sf parallela ad A" e per f ed H passerà un’ altra retta 
del medesimo piano , e in conseguenza ef , GII ne sono le tracce , 
e la retta dell’ equazioni (4') , (5') incontra i piani di proiezione 
in K e d, ed ha KD per proiezione orizzontale. Il rimanente 
della soluzione procede come nel n. precedente sol che si cambi 
la sfera di raggio r in quella di raggio d. 

Per determinare le parti c A" , A"S si rifletta che presa la ca"=a" 
e condotta a "* parallela a cC si ha c" : a" : :C'"C: C*, e quindi 

n " r 

la m' parallela a C'C'" taglia la C*'= — = cA."i dippiù se si là la 


aS uguale alla c'"a"=c"— -a" condotta la a'*" parallela a si ottiene 



C+l» 


Quanto alle parti C a, C a' , ca" uguali ad a, a', a" essendo 
a = r ±/ , a‘=r ± r", a"=r±r"' si determinano facilmente se- 
condo il segno che si dà ad r 1 , r", r 1 ". 

Vi sarebbero adesso a considerarsi de’ casi in cui le soluzioni 
date devono modificarsi perchè cadono in difetto come avverrebbe 
se tre cèntri fossero in linea retta ; ma questi si possono facilmente 
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discutere come nel problema antecedente per mezzo delle equa- 
zioni stabilite. (*) 

É però da osservarsi ebe (Fig. 4 3 ) l c congiungcnti il punto G 
co’ punti p , q contengono i centri de’ cerchi che toccano i tre 
C , C' , C"; questi centri poi si assegnano come il punto R': il numero 
de’ cerchi che soddisfanno al problema è otto , e l’ analisi de’ diversi 
casi è identica alla precedente , osservando che i punti M , N sono 
sostituiti da’ punti p , q. Ciò risulta dacché 1’ equazione (4) è de- 
dotto soltanto dalle prime tre delle equazioni (a) e che resta la stessa 
facendo u — o. Non sarà inutile l’ avvertire che abbiamo intesa 
dire che due sfere si toccano esternamente o internamente seeon- 


(*) Dall’ analisi fatta nel presente problema si vede come per mezzo dell’ equa- 
zioni che si ottengono si possa facilmente interpetrare le diverse soluzioni che 
si ottengono in qual guisa soddisfacciano al problema ; cosi pure nd problema 
risoluto ne’ n. 35 , 36 abbiamo veduto ( Fig. i4 ) che il punto m anche ri- 
solveva il problema , pertanto poiché 


<£+f) + 


ut 


è l’equazione del problema si vede che essendo le coordinate l , u del punto m 
entrambe negative si ha 

rjr—t) t r'(r+t) _ 
u ut ? * 

Quindi non la somma de’ lati del triangolo dbe ma 1’ eccesso de’ due bd , 
de sul terzo be è uguale alla retta data. Nel problema medesimo volendo risol- 
verlo generalmente avremmo dovuto prendere il valore della BD col segno ■+• 
ma abbiamo preso il solo segno + perchè ne sarebbe risultata una semplicis- 
sima equazione di primo grado ; e di fatto quando si prende il segno — viene 
a risolversi il problema in cui si cerca che sia data la MD , onde risulta an- 
che data la CD , 
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dochè il piano tangente al punto ove esse si toccano le lascia m 
diverse parti o da una stessa parte. 

PROBLEMA XXVII. 

87 .Determinare su di una data superficie la locale de 1 punti 
pe’ quali condotta la normale alla superficie questa faccia un an- 
golo dato con unti retta data di posizione. 

Steno 

y = ax + *, jc= bx -f /3 

le equazioni della retta data , c 

da- = pdy •+• tfdz (t) 

i' equazione differenziale della superficie: la normale in un punto 
qualunque x,y, z avrà per equazioni 

y'—y- — />(*'—*) , - = — ?(*'—*) , 

e quindi il coseno dell’angolo che la con la retta data sarà 
1 — ap — bq 

V i +a»+6‘Vr +p'+q* 

ove e è il •coseno dell’ angolo dato. La superficie rappresentata 
da questa equazione incontrerà la proposta secondo la curva cercala. 

Applichiamo ora questa soluzione generale a qualche caso par- 
ticolare , e' supponiamo che si abbia una superficie di rotazione. 
Steno A — aa' le proiezioni dell’ asse ( Fig. 44 ) > x ?y la curva 
generatrice, M — tn le proiezioni di un punto qualunque della 
superficie, siccome la proprietà caratteristica delle superficie di ro- 
taz.ione è che i piani normali all’asse producono cerchi, dovrà es- 
sere aq — AM , quindi indicando con lz 1’ ordinala pq corrispon- 
dente all’ ascissa c/u=z , si avrà 

*+v 2 =(lr)* (»*) 
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per l’equazione della superficie. Differenziando si ottiene 
xdx+ydy = fife de 


d’ onde 



e P equazione (a) diviene 


r+ay-!AzVz _ c y 1+a * + ^ . . . . (a'). 

fsV«+(l*-)* 

Per determinare i diversi punti della curva data dall’ equazio- 
ni (i'), (»') si ponga 

y — Ax, 

avremo dalle dette equazioni 


x'(i+A>) = ( fe) 1 , ^ aA ) x -J hl 'i — c^i+cf+b 1 , 

f*V* +(!'*)* 

quest’ ultima in virtù della prima si riduce ad 


i+aA — b\i+A\Vs 


==c Vi+« i +^ 


(5). 


Per mezzo di quest’ equazione si potrà determinare il punto 
della curva esistente sopra un dato piano meridiano. Supponiamo 
in primo luogo che sia A=o , l’ equazione (5) si riduce ad 


t — bPz cVl+n’+6* 

VT+('P*)*vT+i‘ VH^ 

il primo membro di questa equazione esprime il coseno dell* an- 
golo che la normale alla curva generatrice nel punto che ha 2 
per ascissa fa colla proiezione verticale della retta data ; dunque 
se , supponendo sia «a la proiezione verticale della retta data , 
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tiriamo le ab , ab' che facciano con la ax un angolo che abbia 


per coseno f V | + n '+ ^ > condotte le v/3, v'/S' parallele alle ab , ab 1 
V+*‘ 

c normali alla generatrice della superficie; i punti /3 , /3' sono punti 
della curva cercata. Per costruire le ab , ab' supponiamo che AD' 

sia la proiezione orizzontale della retta data , sarà AD 1 = ^ ‘ ~^, a , 

ac — — , ycz=b. AC, e quindi ad = +aM-6V AC, 

fVj + a * + b ‘ — c.ad , e perciò se tuie è l’angolo dato che ha per 
Y i +4’ ac * 

coseno c descritto col centro a intervallo, ae 1’ arco ebb' gli an- 
goli barn, b'ax hanno per coseno c V 1 + a *+&* 

* VT+i* 

Ciò posto siccome la superficie è di rotazione i piani delle z, x; z, y 
possono essere presi ad arbitrio e quindi possono rappresentare un piano 
meridiano qualunque : onde per trovare un punto della curva su 
di un piano meridiano si potrà fare la medesima costruzione purché 
a questo piano come piano verticale si rapporti la retta AD' — a*. 
Sia adunque AN la proiezione di un piano qualunque ; passando 
la retta AD'— a* pel punto D' — c , se questo punto si proietta 
sul piano AN si avrà il punto per dove passa la proiezione della 
AD' — a* , e perciò condotta dal punto D' una perpendicolare sulla 
AN, che cada in N, presa la an = AN , la ap sarà la posizione che 
prende la detta proiezione quando il piano AN girando intorno 1’ asse 
A — aa' si pone in sito parallelo al piano di prospetto; ed in conseguen- 
za sulle ap , ad convien fare la medesima costruzione che sulle ac , 
ad. Ciò posto per semplicità di costruzione supponiamo per poco 
che la ap cada sulla ac allora presa ap'=ap condotta p'g pa- 
rallela a ce , e col centro a intervallo ag descritto 1’ arco ghh', 
unendo i punti h, h ' con a si avrebbero le rette alle quali le 


Digitized by Google 


( 349 ) 

normali ad xfìy dovrebbero essere parallele se ap fosse in ap' , 
e perciò presi gli archi Ak , Ak 1 . uguali ad xl dovranno essere pa- 
rallele alle ak , ak'. Trovali i punii q , q' pe’ quali le normali 
sono parallele alle ak , ak' è evidente per ciò die abbiam dello 
sull’equazione (l'j che prese le AM , AM' uguali alle qn , q'\ M — m, 
M' — m ' sono le proiezioni di due pumi delia curva cercata che esi- 
stono sul piano AN. Similmente operando per altri piani meri- 
diani si troveranno degli altri punti pe’ quali passerà la curva da co- 
struirsi. 

Dalla costruzione fatta si vede che quanto più la an si accosta 
alia aS crescono gli angoli a ak ; xak ' , dunque quando si fà uso 
del piano AD' che dà an = aS si avranno i punti s , s' che de- 
terminano il punto più basso , e il punto più alto della curva, 
inoltre se fosse ag < ad è chiaro che il piano corrispondente a 
questo Valore di ag non incontrerebbe la curva , dunque descritto 
col centro a ed intervallo ad' 1’ arco df, e condotta fy' parallela a 
ce , se si prende = aq' ed AP = «ir , il piano AP sarà il 
piano ultimo da considerarsi. Per questo piano le due ak , ak' co- 
incidono colla «<? alla quale tirando una parallela normale alla 
curva , si verrà a determinare il punto t che assegna il punto cor- 
rispondente u della curva cercata. 

Esposta la costruzione da eseguirsi per un qualunque valore di 
c supponiamo ora successivamente che sia c—o , c — 1 ; nel primo 
caso la soluzione data si semplieizza osservando che le normali alla 
xfìy devono essere perpendicolari alla ap , ovvero che i punti q , 
q' si assegneranno trovando sulla curva que’ punti pe’ quali le tan- 
genti sono alla ap parallele : in questa ipotesi si ha la curva xd"y. 
Nel secondo caso essendo c=i 1’ angolo zar è nullo , e la co- 
struzione non può eseguirsi che sul piano AD' , onde la ourva si 
riduce ad un sol punto che si ottiene tirando la ee' parallela alla 
ad , e determinando in seguilo il punto corrispondente z. 

Dando a c diversi valori cambia la distanza de’ punti fi , fi' 

3a 
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ove la curva fi'ufi tocca la generatrice della superficie , quindi po- 
trebbe cercarsi qual valore debba darsi a c onde i putiti fi, fi 1 si 
confondano in uno. Questo valore si ritrova fàcilmente osservando che 
i punti fi , fi ' sono determinati in modo che le normali alla gene- 
ratrice in questi punti devono essere parallele alle ab , abf , e 
che quindi quando queste rette coincidono colla «a , che come b 
chiaro avviene quando l’angolo dato è *r*B allora i> punti fi, fi 1 si 
confondono in un sol punto che si assegna tirando una normale 
alla generatrice parallela alla a *, e nella figura vedesi delineata la 
curva corrispondente. Ogni angolo minore di ouzB dà delle curve 
che non toccano la generatrice , e si accostano sempre più al punto 
z a misura che l’ angolo suddetto va diminuendo. 

11 problema che abbiamo risoluto può essere utile nell’ applica- 
zione della Geometria Descrittiva all’ Architettura , poiché allora 
supponendo che la retta data sia il raggio di luce, dando a c de’ va- 
lori che differiscano fra loro per una progressione aritmetica da o 
ad 1 si ottengono diverse curve fiufi' tra il punto * e la xd"y : e 
partendo dal punto z che sarà il più chiaro , le tinte da darsi alle 
diverse fasce comprese tra due curve consecutive, dovranno essere 
anche in progressione aritmetica. In tal modo par che si possa 
dare alla parte in chiaro di un disegno tutta la precisione mate- 
matica. 

Per mezzo dell’equazione (a) possiamo anche determinare le pro- 
iezioni di una superficie qualunque : di fatto essendo noto che la 
proiezione di una superficie su di un piano è la traccia di un ci- 
lindro perpendicolare al piano e che tocca la superficie, per otte- 
nere le proiezioni orizzontale c verticale della superficie che sono 
quelle die ordinariamente si disegnano nella descrittiva , basta * 
fare successivamente 



ed a — - , b—o 
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e « avrà ’ • • >•’ 

9=o ( (a"). 

i,i > , » 

che se si volesse anche la terza proiezione dovendo essere 0 = 0 , 
b—o si otterrebbe 

^ ovvero - = o ..( 2 '"). 

' P q v 

Ne’ seguenti problemi daremo delle applicazioni di queste ' equa- 
zioni. 


PROBLEMA XXVUI. 


88. Determinare le proiezioni della superfìcie generata da una 
retta che si appoggia ( Fig. 45 ) alC asse orizzontale O y ed d due 
cerchi uguali ABC , dBe esistenti ne 1 piani proiettati in he , DE 
e i cui centri sono equidistanti dall’ asse 0 y. 

Si tiri l’asse Ox parallelo ad eh, ed ugualmente lontano dalle 
ED , eA e si prendano per assi la Ox, la 0 y, e la Os , le equa- 
zioni de’ cerchi ABC, dBe, e dell’asse Oy saranno della forma 

y= — n , z’-f-x 1 — mix = r 1 — tri 1 
y= n , z^-J-x’+a/nx = r’ — to’ 
x = o , z—o. 

Quindi supponendo , rhe 

*— ■ * = 5x + ^ ( 1 ) 

sieno le equazioni di una generatrice , le condizioni le quali espri- 
mono che questa incontra le tre linee date saranno 

1 3=o , (i+b*)(an — «)’+ 2 m(an-o)=r l — m’1 

( 1 + 5' > X a/J +*) :l + am(nn-f-*)=r’ — ni 1 J 
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per mezzo delle quali eliminando dalle equazioni ( 1 ) «,* , 
si ottiene un’equazione tra *, y, t che appartiene alla superficie 
di cui si tratta. Per eseguire questa eliminazione, si osservi che 

la seconda delle equazioni ( i ) essendo ^ = o di i ^ t e quin- 
di le due ultime equazioni (a) si riducono ad 

(an — *)* ,a ={ r ’ — 1 ( 9 <) 

(an+*) > (* , +* , )+3" , ( a,, +*)* ,!:== ( ,;J ' — " n *’)** f’ 

e sottraendo 1’ una dall’ altra si ottiene 


an(z 1 -l-x 7 )+mx*=o, e quindi a = 


mi' 


d’ onde 


o. — x — ay = * + 


mi * 

n{t' + x') y ’ 


e finalmente sostituendo questi valori di a ed a in una delle equa- 
zioni precedenti , si ha 


=(r’-/n’X* 3 +* 1 ) (3) 

che è P equazione della superficie. 

Ciò posto risolvendo questa equazione rispetto alla quantità 

_ . mx( y — n) 

s’ -4- *’ -4 — - , si ottiene 

a 


s a -fx a 4- mxj - = ± Vr’(*’ +*’)-/» V. 


( 3 # ), 


ove ponendo 


z = bx , 
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*=o,.(l+A> + ± (4), 

« 

onde ogni piano ii quale passa per I’ asse delle y incontra la su- 
perficie secondo la Oy , e secondo due altre rette parallele. Per 
costruirle si ponga primieramente y——n , e si avrà 

questa equazione è la stessa che quella ottenuta dall* equazione 
del cerchio ABC ponendo z=bx, e quindi se om è la retta che 
ha per equazione c—bx r, i valori della x sono le ascisse de’ punti 
ove la om incontra ii cerchio ABC , onde considerando il solo se- 
gno superiore del radicale per M passerà la retta dell’equazio- 
ne (4). Similmente facendo y—n si ha 

(»+*>= — m ± | /(i+b'y—nfS 1 , 

e per le stesse ragioni che abbiamo ora accennate proiettando ii 
punto n in N , sarà anche questo un punto della retta data per 
l’ equazione (4) che per conseguenza sarà la MN. Facendo la me- 
desima costruzione per gli altri punti ove la om incontra i cerchi 
ABC , rfBe si avrà 1 ’ altra retta corrispondente al segno del ra- 

dicale. Nel disegno non è tracciata questa retta perchè conside- 
riamo soltanto la parte della superficie supcriore al piano delle * 
e delle y , la parte inferiore essendo simmetrica a questa come lo 
indica l’equazione della medesima. 

Inoltre è da osservarsi che nel sottrarre le due equazioni (a') 
l’ equazione che abbiamo esposta è l’ equazione che effettivamente 
ne risulta divisa per * ; onde è anche a considerarsi ciò else si ha 
supponendo 

t: = ©: 
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in questa ipotesi la prima delle equazioni ( 1 ) dà 


a— - 

r 


ed una qualunque delle equazioni (a') ponendo per a e b - e 
- , si riduce ad 

n*(z' , +x 2 )+‘imnxy — (r*— nfìy 2 , 


ed esprime una superficie conica avente 0 per centro ed uno de’eer- 
chi ABC , d Be per direttrice ; quindi la genesi data della super- 
ficie conduce a due superficie distinte cioè una superficie conica, 
ed una superficie di quarto grado. Noi ci occuperemo soltanto di 
mettere in proiezione quest’ ultima , la prima essendo ben conosciu- 
ta. A tale oggetto si differenzi 1’ equazione (5') , e tenendo conto 
del solo segno superiore , ne risulterà 


2-f],. _|_ ^ mx&y +myàx r*(sJxq-jdj)— m’zdi 

n V r ‘(*'+*’)— m*a* 


r*(»dz-|-xdj:) — m‘ jdj 
mxY 

*'+*’+ -t 


e quindi 


_ d, _ 1 (dx’+d*> + 

" “"(■•+*’+ =?)(“+ *)-” 

"(?+*+ T) 
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o le equazioni (a')» (a"), (a'") del n. precedente 

divengono 

s—o , o pure * -px -j — -j s=xO. . . 

(5) 

x=o , ovvero =*= 0 . . . 

ìl 

(6) 

(?+*'+ v)C“ + m i) -^=°- • • • 

(7)- 


Dalia prima delle equazioni (5) combinata con la (3) si ottiene 


x=o,x - 7 -=±r; 
a 

% 

onde le rette O y , AD , CE fanno pane della proiezione orizzon- 
tale della superfìcie. Ricavando poi dalla seconda il valore di 
e sostituendolo nella (3) si ha dopo le riduzioni 


<*>- 


equazione di un’ iperbola che ha per asintoto l’asse Oy , dunque 
la proiezione orizzontale della superficie è un iperbola. Per co- 
struirla si rifletta che 1’ equazione dell’altro asintoto è 



e che da questa quando y=* — n si ha x= — — = oF, essendo 

BF tangente al cerchio, onde ne segue che la FO è l’altro asin- 
toto. Inoltre ponendo nell’ equazione (5‘) 


si ottiene 


y=n, 


( >•*— m r‘— m* 

x ) = o, ovvero x = 

un J im 


dunque mentre che supponendo y costante nell’ equazione (5') si 
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hanno per x due valori, l’ ipotesi di y=n dà questi valori uguali, 
ed in conseguenza la curva tocca la O'G nel suo punto di mezzo. 
Pertanto conoscendo gli asintoti , ed un punto dell* iperbola si po- 
trà descrivere, e prenderà la forma indicata nella figura. 

Per le equazioni ( 6 ) allorché si suppone x=o , si ha dalla (5) 

z—o , z = y r 7 — m 7 , 


e quando si prende 1 ’ equazione 


-f- ™ì = o 

fi 

si ottiene 

(r l — m 7 )z 7 -\-r‘x 7 s==. o 

la quale se r >m dà 


e se r< m 


Z — O , X—O , 


£ = ± 





c quindi nel caso della figura la superficie non ha proiezione ver- 
ticale essendovi soltanto le due rette proiettate in B, ed o che la toc- 
cano c sono perpendicolari al piano di prospetto ; se poi i cerchi 
non si tagliano le tangenti condotte pel punto o a questi cerchi 
sono la proiezione della superficie. 

Finalmente dalla ( 7 ) c dalla (5) si dovrebbe eliminare la x per 
avere la proiezione sul piano di profilo ; ma siccome si perver- 
rebbe ad un’equazione complicata , così sarà piìt semplice per co- 
struire questa proiezione 1 ’ assegnarla per punti per mezzo delle 
equazioni medesime. A tale oggetto si ponga nell’ equazione ( 7 ) il 

valore di 2 1 -!-* 1 -!- tratto dall’ equazione (5') , e si avrà 


: = ( 2 *+ m ?yrXz'+x')-m 7 z\ 


( 8 ). 
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La superficie espressa da questa equazione incontra la proposta 
secondo una curva che proiettata sul piano delle y e delle z dà 
la proiezione della superficie. Facendo 

z=bx , 

risulta 

r % = («+ rzy^i+b'y-m'b' ( 9 ) 


che esprime una retta , onde la nuova superficie è pur essa una 
superficie rigata. 

Per costruire l’equazione (g) si rifletta che le diverse rette ad 
essa corrispondenti al variare di 5 sono parallele alla retta dell’ equa- 
zione 

ax-fr- — =o 
n 

ovvero alla retta OK che unisce il punto O col punto di mezzo 
K della oli , e che inoltre se om è la retta dell’ equazione 

z=6x t 

l’espressione a|/r*(]-(-5*) — è uguale alla parte della om pro- 
lungata intercetta nel cerchio ABC moltiplicata per quin* 

di poiché per y=o si ha dall’equazione ( 9 ) 

r* 

* = — — — , 
i\r'(i+b')—m‘b' 

elevala al raggio mH la perpendicolare fg dal suo ponto di mezzo , 
e tirata la gl parallela ad mM , sarà M / = x , e presa OL— MI , 
la LP parallela alla OK sarà la retta dell’ equazione ( 9 ). Da ciò si 
vede come si possano assegnare le diverse generatrici della nuova su- 
perficie , e siccome il piano proiettato in om incontra la superficie 

33 
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proposta secondo la nm — KM , il punto P esprimerà in pianta un 
punto della curva cercata che portato sul piano di profilo sulla 
corrispondente proiezione della nm — NM , il punto p apparterrà 
alla proiezione della superficie sul piano delle y e delle z : simil- 
mente si assegneranno degli altri punti p c quindi l’intera prote- 
zione della superficie. (*) 

Non avendo trovata l’equazione della curva che passa pe’ punti 
p , non sarà inutile il cercare come senza trovare questa equazione 
si possa applicare la tangente in p. L’ equazione della tangente alla 
linea data 'per 1’ equazioni ( 8 ) e (3) essendo 


z'—z = 



x'~ 



la prima di esse esprime la tangente in un punto qualunque della 
curva che passa pe’ punti p: i valori ^ > e s * possono ri- 


cavare differenziando le equazioni ( 8 ) e (3) , o pure differenziando 
rispetto ad x > y , z, 6 le equazioni ( 4 ), ( 9 ), e l’altra 


z =ix, 


ed indi eliminando da esse la quantità db. E particolarmente per 


(*) È da avvertasi che variando la O m di posizione dal punto B al punto 
k al quale corrisponde una posizione della generatrice tale che ha la proie- 
zione orizzontale parallela alla OR si ottiene il ramo ph' della curva che ha 
per asintoto la proiezione sul piano di profilo della generatrice proiettata sul 
piano di prospetto iu ok. Passando la om dalla posizione ok ad un' altra po- 
rzione 0 m 1 viene a determinarsi il pumo jf c quindi un secondo ramo di 
curva p'df che ha per asintoto la retta medesima. Nella figura vederi poi di- 
ugnata la proiezione dell’ inter» superficie essendo le curine, e le generatrici de- 
scritte con ltuce torti continuate o a puntini, secondochè auto visibili 0 invi- 
sibili. 
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<1* 


trovare “j , si porrà nelle equazioni (4) e (g) | in luogo di x, e 
differenziando le equazioni 

(i+*> + ^ = b\fr\i+b')-m'b' (40 , 

•••• (90 


r'b 


mby 

ar+ - • = - 

" \r'(i+b')-m'b‘ 


che ne risultano, rispetto a b ,z , y , eliminando db, si ottiene 


dL: mb 

A y~ «(«+**) 

e quindi 1’ equazione della ungente che passa pel punto avente per 
coordinate le y e z date dalle equazioni (40 » ( 9 O 

(i+6 a )z + -*-== bi/^(i+b')—mW 

equazione identica alla (40 cioè alla equazione della pò» , e quindi 
la curva tocca le proiezioni delle diverse generatrici della superfi- 
cie , e la costruzione accennau per descrivere la curva ci dà i vari 
punti di contatto. 

Similmente potrebbe anche provarsi che l’ iperbola tocca le pro- 
zioni orizzontali delle generatrici della superficie : onde poiché 
1’ equazione ( 4 ) esprime la proiezione orizzontale di una qualun- 
que delle generatrici, l’ equazione (5') si potrebbe trovare determi- 
nando la curva che tocca tutte le rette date dalia detu equa- 
zione. Or se si chiamino x,y le coordinate di un punto qualun- 
que di questa curva , dovrà essere 

_ __ 

dx m 


ed inoltre le coordinate x, y devono avverare P equazione ( 4 ). 

*■ 
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Quindi eliminando b da queste due equazioni si ha l’equazione 
differenziale della curva cercata: quest’eliminazione si fa facilmente 

dy 

poiché ponendo per semplicità — =p , abbiamo 



e 1 ’ equazione ( 4 ) si riduce ad 

y=^p x +z\l^- r ~ m p- 

Questa equazione essendo della forma 

y=px-\r? 

l’ integrale complete di essa è 

y = ex + C 

ove c è una costante arbitraria , e C è composta da c come lo è 
P da p; quindi l’equazione ( 4 ) è l’integrale dell’equazione tro- 
vata. Ora questa equazione esprimendo le diverse rette MN è evi- 
dente che non soddisfa alla quistione ; ma 1 ’ equazione differenziale 
che abbiamo ottenuta , se si risolve rispetto a p dà 

n 2may+n(m* — — r')' 

p ’ 

e si scorge che oltre l’ integrale completo ha una soluzione parti- 
colare la cui equazione si ha uguagliando a zero il radicale , ed 
è facile il vedere che questa equazione è identica alla (5') onde 
la proiezione orizzontale della superfìcie è la soluzione particolare 
dell’ equazione differenziale che esprime le proiezioni di tutte le 
generatrici. 

Ciò che abbiam detto per la proiezione orizzontale si applica 
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anche alle altre proiezioni , anzi in generale se su di una super- 
ficie qualunque si tracciano delle curve della medesima specie y 
1 ’ equazione differenziale che esprime le proiezioni di tutte queste 
curve ha per soluzione particolare la proiezione della superficie. 
Di fatto sia 

*) = c 

l’ equazione che esprìme le diverse superficie che incontrano la 
proposta , ed eliminando z da questa equazione , e da quella della 
proposta , ne risulti 1 T equazione 

F(*>S, c')=o, 

ove c' deve essere una funzione di c , che, sia data per P equa- 
zione 

c'=«?c, 

è evidente che se si eliminano c e c* du queste tre equazioni si 
ha l’equazione della superficie data che sarà 

*)y=o ovvero F {x ,y, u) =o . . . . (to) , 

facendo per brevità 

“ = 9 - ((x,y, z). 


Ciò posto per trovare la proiezione orizzontale dèlia superficie 
per ciò che abbiam detto convien differenziare l’equazione (10) ed 
uguagliare a zero il coefficiente dì dz , ìndi eliminare z tra l’equa- 
zione che in tal modo si ottiene e la (10) : or P equazione che 
ne risulta siccome la (10) non contiene z che per la presenza 
della u sarà identica a quella che si ha uguagliando a zero il 
differenziale della (10) rispetto ad u , ed eliminando u tra l’equa- 
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zione che ne risulta e la stessa (io); cioè (*) alla soluzione par- 
ticolare dell’equazione 

FC*,.*', c ') = o , 

che esprime le proiezioni orizzontali delle varie curve esistenti sulla 
superficie. 

Quindi siccome la soluzione particolare di un’ equazione diffe- 
renziale tocca tutte le curve espresse dall’integrale completo, ne 
segue che in generale la proiezione di una superficie qualunque 
tocca le proiezioni di tutte le curve tracciate su di essa con una 
data legge. (**) Abbiamo detto che eiò avviene in generale , per- 
chè le varie curve prodotte uella superficie potrebbero essere della 
medesima specie della curva spettante alla proiezione , ed allora le 
diverse proiezioni di queste curve sarebbero tutte ' comprese nella 
proiezione della superficie: ciò per altro non ripugna colla teorica 
esposta , perchè è noto che eliminando come abbiam detto la u , 
invece di una soluzione particolare si ha alle volte un integrale par- 
ticolare. Pertanto avvicinando le cose analitiche alle geometriche , 
veniamo a conoscere che un’ equazione differenziale non ammette 
soluzioni particolari quando le curve espresse dall' integrale com- 
pleto sono tali che una di esse racchiude le altre sia anche all’ in- 
finito , o più generalmente è un limite delle altre. 

Da quanto precede ne risulta un carattere geometrico per co- 
noscere se una superficie è rigala : cioè una superficie è rigata 
quando i piani proiettali secondo le tangenti ad una proiezione 
della superficie generano rette nella medesima. Sarà poi rigata o 
sviluppabile sccondochè i piani tangenti in due punti qualunque 


(*) Vedi il procedimento esposto da Lacroix nel trattalo elementare di cal- 
colo differendole ed integrale n.° 3l3. per trovare le soluzioni particolari. 

(") Da ciò si rileva perché nel problema precedente abbiam detto che la 
curva pop' tocca la tal ,3*. 


Digitized by Google 



( a63 ) 

di una stessa generatrice sono differenti o coincidono in un sol 
piano. 

Avendo trovata l’ equazione della superficie si potrà risolvere 
qualunque problema relativo alla medesima : ciò che ordinariamente 
si esamina nella Geometria Descrittiva è dato un punto in pianta 
trovarlo in elevalo o viceversa , ed applicarvi if piano tangente. 
Ora da ciò che abbtam detto si rileva che se è dato un punto <y 
in elevato, tirata la 09/n' si proietteranno i pumi n', m ' in IS M' 
e la 9Q parallela ad 0 y determinerà sulla M'V il punto Q pro- 
iezione del punto cercato: viceversa se è dato il punto Qsi tirerà la QN' 
tangente all’ iperbola indi condotta la M 'm! si unirà la om', e pro- 
iettando il punto Q in q si verrà a conoscere la proiezione verticale 
del punto richiesto (*). Quanto alla determinazione del piano tan- 
gente applicato al punto Q — q si potrebbe ricorrere all’ equazione 
generale del piano tangente ad una superficie qualunque ; ma per 
brevità di calcolo osserveremo che le sue tracce devono passare per 
m' e T. inoltre abbiamo 


(*) Il hictàdo osato qui per trovare il punto in elevato quando è dato in 
pianta sr applica alle superficie rigate in generale purché se ne conoscano le 
proiezioni ed una direttrice ; poiché dal punto dato m pianta si tirerà una tan- 
gente alla proiezione orizzontale della superficie, il punto ove questa incontra la pro- 
iezione orizzontale della direttrice si porterà sulla corrispondente proiezione ver- 
ticale , e da questo punto menando una tangente all’altra proiezione della su- 
perficie si verrà dall* incontro di questa tangente e della retta che proietta il 
ponto dato sul piano verticale a conoscere la proiezione verticale del punto 
cercato. Quindi pare che il miglior modo di assegnare una superficie rigata sia 
il dare in vece di tre direttrici una diretricc e (c proiezioni ; anche perchè le 
proiezioni di una superficie sempre si pongono nel disegno per farne acquistare piìi 
idea. E qui si avverta che nel problema del n. 8a avremmo dorato rappresen- 
tare una parte della proiezione della sfera a puntini} ma allora per comple- 
tare tutta la parte visibile sarebbe pur stato necessario di porre la proiezione 
della sezione prodotta dal piano nella sfera, loechè avrebbe complicata la figura. 
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__ TO+»+tO 

(<■+*>+?)(■*+?)-'* '* • 
ossia , essendo per 1’ equazione (4) 

(!+*>+ ? = Y(i+£>Wó> == ^ , 

• # mx 

dx in 

in 

dunque poiché tirando le q'r , QR' una perpendicolare, e l’al- 
tra parallela alla OK si ha OR' = r+ —, Or— — , presa la 

R'R=M'i' la traccia orizzontale del piano tangente sarà ad rR per- 
pendicolare , e dovendo passare per T sarà la TS e quindi Sm' è 
la traccia verticale. 


PROBLEMA XXIX. 


89. Trovare la proiezione verticale della superficie generata da 
elici di ugual passo descritte ( Fig. 46. ) intorno all'asse O z 
da’ diversi punti della retta AB. 

Presi per assi le Or , Oy , Oz sia 

bx -f- az —ab 


Digitized by Google 


( a65 ) 

1’ equazione della AB nel piano zOx ; ed a , u le coordinate di 
un punto qualunque della medesima , le equazioni dell’ elice de- 
scritta da questo punto, chiamandone p il passo, saranno 

P * 

t — «= - are. cos 
a* t 

Inoltre il punto s, u essendo sulla retta AB, si ottiene 
bs + au—ab, 

e da queste tre equazioni eliminando s, u si ha l’equazione 

z — - (a — p' x* -j-y 2 arc.cos • * ■ =— arc.tang £ , 

che appartiene alla superfìcie cercata. 

Ponendo y=iAx , si ha 

z=b — ^ * y i + A 1 + — arc.tang A: 

queste equazioni appartengono ad una retta che li coll’asse delle z 
positive un angolo avente per tangente trigonometrica— e quin- 

i 

di ne segue che tutti i piani condotti per 1’ asse 0 z producono 
nella superficie delle rette inclinale a quest’asse come la BA. Dun- 
que la superficie di cui si tratta si può considerare generata da 
una retta che incontra l’ asse 0 z sotto un angolo dato , e si ap- 
poggia ad un’ elice descritta da un punto qualunque di essa, e sia A , 
ed c perciò una superficie rigata. 

Supponendo z = c , risulta 

c — b—y. ^+p+ £ are. tang l , 

34 
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( 266 ) 



i/* 2 +.r‘=«. 


ossia riferendo la curva dell’ equazione precederne a coordinate po- 
lari in modo che 0 sia l’origine de’ raggi vettori, e gli archi si 


prendano sul cerchio di raggio ^ a partire dalla OA , si riduce a 

b b 1 1 / 3 «a(c— A)\ 

c=b u H , ovvero u= —It ; I : 

a 2 * a 3«r\ A / 

equazione appartenente alla spirale di Archimede-, cd essendo il 
raggio del cerchio sul quale si computano gli archi indipendente 
da c, ne segue che tutte le sezioni orizzontali della superfìcie sono 
spirali di Archimede uguali fra loro. Volendo descrivere una se- 
zione qualunque , si osservi che essendo il raggio del cerchio 


condotta oC parallela a BA , se col centro 0 intervallo il quadru- 
plo di OC si descrive il cerchio A'D su di questo bisogna con- 
tare gli archi : dippiù se OD è la tangente alla spirale nel punto 

O , deve essere A'D = — — = - — - — — , onde A'D deve stare 

b pb 

alla periferia di raggio OA' come la distanza del punto B dal piano 
secante è al passo dell’elice. Sia eg la proiezione del piano secante 
se si prende 0 f = B/ e , tirata f/i parallela alla Ox , si proietta 
il punto A in H, la OH determinerà la proiezione della OD ( es- 
sendo per la natura dell’ elice All : airAO : : h'h : p) c la spirale- 
OMG sarà la curva cercata : da ciò si vede che il punto nello spa- 
zio corrispondente al punto D è sull’ elice descritta dal punto 
A' — a 1 , e per conseguenza se a partire dal punto A' si descrive 
col cerchio OB' nel piano proiettato in B«' una spirale di Archi- 
mede , e mentre il punto n' descrive un’elice intorno all’asse Oc si 
fa muovere il piano 13n' parallelo a se stesso , trasportando la spi- 
rale in esso descritta , questa genererà la superfìcie. 
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Vediamo ora come dato un punto in pianta si trovi in elevalo , 
e come vi si applichi il piano tangente : sia M il punto dato in 
pianta , per ciò che abbiamo detto di sopra il piano NOs incon- 
tra la superfìcie in una retta la cui proiezione verticale presa 
Ho'=n'n , è la no 1 , quindi m è la proiezione del punto M, ed 
il piano tangente dovendo passare per la MO — mo ' , P sarà un 
punto della traccia orizzontale , ed o' un punto della verticale ; 
la traccia orizzontale poi deve esser parallela alla retta ebe tocca 
in M la spirale prodotta da un piano orizzontale ohe passa per 
m ; ma questa tangente presa OK uguale al raggio del cerchio 

DA' diviso per atr , ossia a ~ , e condotta KL normale ed uguale 

alla OM è parallela alla OL , dunque la PQ parallela alla OL è la 
traccia orizzontale del piano tangente , c quindi la Qo' ne sarà la 
traccia verticale. La costruzione data del piano tangente si può anche 
ottener facilmente servendosi dell’ equazione generale del piano tan- 
gente ad una superfìcie; ma essendo noto che il piano tangente 
in un punto qualunque di una superficie è il piano che passa per 
due tangenti applicate in questo punto a due curve tracciate sulla 
superficie, abbiam voluto fare osservare come ne’ casi particolari, 
ove queste curve si conoscano , possa farsi uso di questo principio 
che dà con più speditezza la soluzione del problema. 

Passiamo ora a trovare la proiezione verticale della superficie: a 
tale oggetto si differenzi l’equazione della superfìcie rispetto ad y , 
e si uguagli il risultamento a zero , si avrà 


-y}/*'+S - r-*> 


la quale facendo 


~ — m ( che sarebbe 

2<r b v 


la OK ) diviene 


y\f x'+y* — mi r. 

* 
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In questa equazione ponendo y~Ax , si ha 




m % 
A* ’ 


e quindi presa OK'=OK , tirata una retta qualunque OD , se si 
conduce K'E parallela ad OD, e col centro O intervallo OE si 
descrive il cerchio ER , il punto R esprimerà in pianta un punto 
della superficie che sul piano verticale è proiettalo in un punto che 
appartiene alla proiezione cercata , c quindi r è questo punto. Si- 
milmente si troveranno degli altri punti r e la curva che passa 
per essi sarà la proiezione verticale della superficie la quale per 
ciò che si è detto nel problema precedente toccherà in ciascun punto 

r la corrispondente generatrice hr. Per costruire la OK =^~ Sl ri " 

fletta che se si tira la A b parallela alla retta che tocca l’elice in 

o si ha Ob = — c che quindi, condotta bh parallela alla AB, 

si avrà Ok=—. • 

atro 

Allorché tra le posizioni della OD si sceglie la OD' parallela alla 
K'a il cerchio ER si confonde con nNA e il punto r* che si ot- 
tiene deve essere in conseguenza sull’elice A on; ed in questo punto la 
proiezione della superficie toccherà l’elice poiché essa deve essere tan- 
gente a tutte le proiezioni delle elici descritte da’ diversi punti 
della AB. Finalmente servendosi della Ox essendo A=o il punto 
E, e quindi R è situalo all’ infinito , e siccome alla O* corrisponde 
nel piano verticale la AB, questa toccherà la proiezione della super- 
ficie all’infinito, e perciò ne è asintoto. Da tutto ciò apparisce qual 
debba essere la forma della curva di cui si tratta, e vedesi de- 
scritta nella figura. Delle diverse generatrici che si trovano sulla 
proiezione verticale ne abbiamo descritte una parte forte, e una 
parte a puntini secondo che sono visibili, o invisibili. 
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Questo problema può servire a mettere in proiezione la vite trian- 
golare. 

PROBLEMA XXX. 


90. Determinare le proiezioni della superficie elicoidica gene- 
rata da elici di ugual passo descritte ( Fig. 47 ) dà*’ vari punti 
del cerchio anb intorno alt asse Oz esistente nel piano del 
cerchio. 

Si prendano per assi le ox, oy , oz( *) c si chiamino « 1 * ascissa del 
centro del cerchio , r il raggio ; avremo per l’ equazioni di esso 

y—o, ** + (*—*)’= r\ 

Sieno s , u le x , z di un punto qualunque n del cerchio l’ equa- 
zioni dell’ elice da esso descritta , dinotando con p il passo, saranno 

x*+y*=s* 

p X 

z — u = — arc.cos - : 

2<r s 

d’ altronde essendo s , u le coordinate di un punto del cerchio anb 
si ha - - 

r» 

dunque eliminando da queste tre equazioni le due quantità s, u 
avremo 1’ equazione 

2= \J r' 1 - V'x'-j-y*y+^ are. tang ^ .... (1) 

che appartiene alla superficie cercata. 


(*) Si avverta che gli asti coordinati tono le rette accennate, ma il disegno 

per maggior chiarella è stato eseguito prendendo la OX per comune seziont 
de* piani orizzontale e verticale. 
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Se in questa equazione facciamo y = Ax si olliene 

z = *V i +A 2 ^ ~h~ ture, tang A : 

quest’ equazione indica un’ ellisse ma poiché cambiando in essa 
xy'i+A 1 in x dinota un cerchio si rileva che ogni piano che passa 
per l’asse produce nella superficie un cerchio, e da’ valori che hanno 
lo coordinate del suo centro ne segue che la superficie può sup- 
porsi generata dal cerchio anb il cui piano , passando sempre per 
l’ asse , si muova in modo che il centro descriva un’ elice ; il che iu 
vero si polca facilmente rilevare. Di qui si vede come immediata- 
mente dato un punto in pianta trovar si possa in elevato , e come 
vi si applichi il piano tangente : infatti supponendo che Al sia il 
punto dato in pianta , tirata la OM è chiaro per ciò che ora ab- 
biam detto che il piano proiettato in 0A1 interseca la superficie 
secondo un cerchio uguale ad anb , il cui t centro è proiettato ver- 
ticalmente in c', - J cc 1 essendo l’elice descritta dal punto C — c , e 
quindi, descritto l’ arco A1N col centro 0 e raggio OM, se si prende 
la fj.m uguale alla vn , sarà m la proiezione verticale del punto 
che corrisponde in pianta ad M. È evidente poi che presa la MT' 
uguale alla -sottangente vt, e la A1N' uguale all’arco MN , il piano 
tangente deve passare per le rette MT' — mtf , MN' — mn' , e quindi 
le PG , Uo' ne saranno le tracce orizzontale e verticale. 

Allorché nell’ equazione della superficie poniamo z=n , essendo 
n una quantità costante qualunque, ne risulta 

Sjr 1 — are. tang 

la quale ponendo 

P v 

— are. tang - — ri — t, oc — y x--$-y* = w, 
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si riduce a 

d’ onde si rileva che le diverse sezioni orizzontali della superfìcie 
cambiano di posizione ma sono tutte uguali. Nell’ equazione pre- 
cedente, descritto col centro 0 e raggio OD= — il cerchio DFD' e preso 

P arco D'F=tj , i valori di t sono computati sul cerchio FD a par- 
tire dal punto F ; ed i valori di u debbonsi tagliare su i diversi 
raggi vettori a partire però dalla circonferenza del cerchio descritto 
col centro O e raggio OC ; così se FH è un valore di t unita la 
OH i valori di u debbono portarsi da K verso O ed in senso con- 
trario sulla KO. L’ equazione Ì l -\-ti 1 =.r l se fosse riferita a coordi- 
nate rettangolari apparterrebbe ad un cerchio , e dietro questa ri- 
flessione riesce spedita la costruzione della curva per assegnazione 
di punti. (*) Si avverta che pel piano secante abbiamo scelto quello 
che passa per o " , onde D'F=tz=oo". 

Volendo applicare in un dato punto L di questa curva la tan- 
gente si rifletterà che condotta pel punto H una tangente ai cer- 
chio FHD la sottangente computata su questa retta è espressa 


(*) Indicando con £ la RII se facciamo u=2u‘—p ; l’equazione della curva 
diviene 

in questo caso le t , «i* possono riguardarsi come due coordinate, le t essendo 
computate sulla circonferenza FD a partire da F e le uf sulle rispettive nor- 
mali ; onde anche ortogonali sarebbero queste coordinate ; ma però l’asse delie 
ascisse invece di una retta è una circonferenza di cerchio , e perciò l’ equa- 
zione invece di appartenere come sembra ad un cerchio dinota una curva tra- 
scendente. Pertanto si vede come in alcuni casi possa essere utile di premieri 
una curva per uno degli assi coordinati', o anche se bisogna ambedue gli assi 
curvilinei, potendosi per tal guisa determinare piò fàcilmente i diversi punti 
della curva , e scovrirne delle proprietà. 
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(u+^)(u+ / 3+r') dt __ HL.DL.KL 
3 r» Tu ~ OD. HE ’ 


osservando che r 1 = OD e 


~ = — Ma si potrebbe anche determinare la ungente in L , 

riflettendo che deve essere parallela alla traccia orizzontale del piano 
tangente alla superficie nel punto proictuto in L. 

» Passiamo ora a vedere come si determinino le proiezioni della 
superficie . 1 differenziando l’equazione (i) si ottiene 


dz = - _ xdx+yd y P_ xdy-ydx 

yj r’— 

onde uguagliando a zero il coefficiente di d y avremo l’ equa- 
zione 

a-j/xH y . P ~x-o (a) 

la quale appartiene ad una superficie cilindrica che interseca la 
proposta secondo una curva la cui proiezione verticale rappresenta 
pure la proiezione della superficie. Eliminando y da quesu equa- 
zione c da quella della superficie data si otterrebbe l’ equazione 
spetuntc a questa curva : volendola costruire per punti si rifletta 
che ponendo nell'equazione (a) 

y-j-x* = mi*, 

m essendo una quantità costante qualunque, si ottiene 


L V r ’ — {* «o* x 

Ir (jl — ni)m 


( 3 ) 
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dalla quale quando xz=rn si ha 

__ P_ Vr*— («-— mj* _ 

!«• « — m ’ 

onde se ON = m , essendo v n— )/ r* — (a — m)% presa la 00 = £- 

c condotta la DE parallela alla cn , la OQ parallela alla NE sarà la 
retta dell’equazione (5): quindi Q è un punto della proiezione 
orizzontale della curva cercata e il punto q che gli corrisponde iti 
elevato farà parte della proiezione cercata della superficie, che si co- 
struirà assegnando alio stesso modo i diversi punti q di essa. 

Siccome ad ogni punto M in pianta ne corrispondono due in ele- 
vato per ogni spira , potrebbe nascer dubbio fra i due punti che 
corrispondono a Q quale è il punto q che devesi scegliere. A tale 
oggetto convien riflettere che dall’ equazione della superficie si ri- 
leva, che quando si prende il radicale universale in essa esistente 
col segno -f- , si viene a determinare il punto superiore ; quando 
col segno — l’inferiore ; e che d’ altronde l’ equazione (a) , nella quale 
il detto radicale deve avere quello stesso segno che ha nell’equa- 
zione della superficie , ci dimostra che quando facciamo uso del se- 
gno si ha la curva A'QB e l’ altra metà corrispondente a B'EA, 
che non è notata nella figura , e quando si tien conto del se- 
gno — si ottiene la curva AEB' e P altra porzione identica alla 
BEA' e posta nel senso delle y negative. Quindi cominciando dal 
punto B , al quale corrisponde in elevato il punto b , fino al punto 
A' cui risponde il punto a! , bisogna prendere sempre i punti su- 
periori; e si ha in tal guisa in elevato il ramo di curva bq'rqa' 
che presenta in r un punto di regresso , il quale si riferisce in 
pianta al punto R ove la tangente alla curva BEA' è parallela 
all’ asse delle ordinale. Per P altra curva simmetrica alla BEA' e 
posta dalla parte delle y negative, poiché i punti di essa si otten- 
gono dall’ equazione (a) quando si prende il radicale col segno — , 
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bisogna in elevato scegliere i punti inferiori , onde ne risulta la 
curva a'r'b" : la metà suddetta non si è posta nella figura perchè 
può farsi uso della stessa curva BEA' , facendo, per un dato pun- 
to Q, corrispondere al punto S il punto s' e non già il punto s, 
ed è chiaro perciò che i due rami a'rb, a'r'b" sono simmetrici ri- 
spetto alla b'a'. Similmente pe’ punti della superficie che corri- 
spondono a’ punti della curva AEB' bisogna prendere gl’ inferiori , 
e per tal modo si ottiene la curva ar"b' , e per la curva che sa- 
rebbe simmetrica alla AEB' convien prendere i punti superiori, 
onde si ricava la curva A'r"'a". Queste curve poi si riproducono 
per altre spire sempre ugualmente, c gioverà avvertire aver noi sup- 
posto , nell’ eseguire il disegno, che la superficie cominci dal punto 
ove il cerchio generatore si trova in C — c , e termini quando si 
trova nella posizione C — c". (*) E chiaro ancora che ove si tratti 
di assegnare soltanto la proiezione verticale della superficie , le curve 
BEA' , AEB' non è necessario si descrivano , bastando trovare soltanto 
alcuni punti Q per assegnare poi i corrispondenti in elevato. Determinan- 
do, secondo il metodo esposto in generale, la proiezione orizzontale della 
superficie, si trova immediatamente che essa è rappresentata da’ due 


(*) Nell’ assegnare i diversi punti delle curve BEA' , AEB' potrebbe credersi 
che debbano unirsi tutti quelli ebe formano la parte AE cuti quelli che com- 
pongono la parte A'E ; e del pari quelli che costituiscono la curva BE co’puuti 
della EB', Questo dubbio si toglierà rammentando che i punti della parte AE 
vengono, conte abbiam detto , quando si prende col segno -f- il radicale esi- 
stente nell’ equazione (a) , mentre i punti della porzione EA' si ottengono 
quando si prende col segno — , e per conseguenza, per poco che siasi versato 
nelle costruzioni grafiche , si vedrà che non possono i punii della parte AE 
unirsi cou quelli del ramo EA'. Ma per vieppiù convincersene basterà riflettere 
che allora le due curve avrebbero in E una tangente comune parallela all’ asse 
delle x; mentre cercando in virtù dell’ equazione (i) la posizione della tangente al 
punto E , si trova esservi in E un punto doppio , lo che ue addita che i due 
rami debbono tagliarsi, come è appunto dalla figura indicato. 
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cerchi descritti col centro 0 e co’ raggi OA , OB. La proiezione poi 
sul piano di profilo, come è anche dalla natura della superfìcie 
evidente, risulta identica a quella sul piano di prospetto. Questo 
problema ci dà il modo come poter rappresentare una coclea d’ Ar- 
chimede , essendo il tubo di questa conformato appunto secondo la 
superficie che abbiamo ora considerata. 


fini;. 
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NOTA. 


Nel n. 48 abbiamo veduto come si possa determinare il cerchio che passa 
pe' punti comuni a due curve del secondo grado, tanto allorché queste s’incon- 
trano in quattro punti situati in modo che possa passare per essi un cerchio» 
quanto se hanno soltanto tre punti di comune. Potrebbe pare avvenire che le due 
curve s'incontrassero in quattro punti non esistenti sulla periferia di un cerchio; 
ma che però si conosca uno di questi punti , e si cercasse il cerchio che passa 
per gli altri tre. Per risolvere questa questione si rifletta che se, date le equa- 
zioni delle due curve , passiamo dagli assi a' quali sono riferite a due assi pa- 
ralleli condotti pel punto comune alle due curve che si suppone cognito , le 
uuove equazioni che si otterranno saranno prive del termine noto , e perciò 
della forma 

qy*+ bx cx' + dy +ex = o 
afy' +Vxy +c / x’ +d'y-f-e l x =: o. 

Ciò posto si moltiplichino queste due equazioni per *y+flx+y , *'y+ fix + y 1 
rispettivamente , e sommando i prodotti otterremo 

a *y 1 + bxxy' +c*x'y •+■ cjSx 1 + dxy' +e*xy +ejix > -\-dyy \ 

+ *?*y' + bpx'y + ayy' + byxy+ cyx' 

+ a'*y +òVxj* +eVx’y+c' j 5'x J +cfx'y' +e>x'xy +dVj+*V*f = O. 

+a!?xy'+lSpx l y +a Vj^* +Vy'xy +cV *’ 

+(tp'xy J 

Dovendo ora determinare le quintili» s , p , y ; , fi , / , in modo che 

questa equazione rappresenti un cerchio , osserveremo primieramente che cinque 
sodo effettivamente le quantità delle qoali possiamo disporre , poiché , come si 
è anche veduto nel citato n. 48 , non entrino io questa equazione che i rap- 
porti di cinque delle dette quantità alla sesta ; onde se volessimo porre uguali 
a zero i coefficienti di y 1 , xy % , x'y , x* , xy , ed uguagliare il coefficiente 
di x* a quello di y‘ avremmo sei equazioni , e quindi si cadrebbe in un’ equa- 
zione di condizione , la quale esprimerebbe , come è chiaro , essere i quattro 
punti comuni alle curve date sulla circonferenza di un cerchio : e di finto per 
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tal modo non se ne verrebbe ad escludere fra i punti comuni alle curve date 
quello che ti conosceva, cioè 1' origine delle coordinate. Per tener quindi conto 
di ciò uguaglieremo a aero i coefficienti di y‘ , x'y , y ' , y , e il coefficiente 
di xy‘ a quello di x s ; sicché porremo 

n*4-aV= o , c*+i^+c , »'+i' l 3' ss o) 
dy+d'y'xxO , dx+ay+d! i' +cty > = o> .....fi), 


1‘ equazione precedente ti renderò divisibile per x , e ti ridurrà a 


(cjì+L J f)(j l +x')+(ex+lrr+d i i+e l x l +l>'y'+d'p , )y 

+(*r» +<?7 +«'/*' +<V)* +«r +«V 



•( 3 ) 


a 


equazione appartenente ad un cerchio. 

Ne’ casi particolari adunque dalle equazioni (l) ti ricaveranno le quantità 

S y fl* yt 

ovvero /J , y , ^ , /, supponendo * = i , e 1’ equa- 

A A A 01 A 

zione (a) poi ci determinerà il cerchio che passa per gli altri punti comuni 
alle tre curve date. Si potrebbe qui scendere a qualche altro particolare, ma 
ce ne asterremo perchè sarebbero delle osservazioni simili a quelle esposte nel 
precitato n. 48- 
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